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RESUMEN

Este trabajo se realizé con el objeto de mejorar y optimizar los procesos iterativos de
aproximacién de soluciones a ecuaciones no lineales. El método de Newton es un
algoritmo iterativo que permite resolver estos tipos de ecuaciones. La investigacién
desarrollada consistié en encontrar nuevos esquemas y métodos iterativos equivalente
o superiores en el nimero de iteraciones al método de Newton. Este articulo cientifico
plantea la relacién natural que existe entre los Métodos de Descomposiciéon de Adomian
y la Técnicas lterativa Variacional, estableciendo los vinculos mateméticos desarrollados
en ambas esferas del conocimiento. Para las demostraciones de los nuevos esquemas
y métodos iterativos se basé en el esquema de los Polinomios de Adomian y luego se
combiné con las técnicas iterativas variacional, obteniéndose de estas maneras nuevas
féormulas iterativas de célculo de raices de ecuaciones no lineales. En todos los casos
se utilizé una funcién auxiliar familia de las funciones exponenciales, ya que tienen la
particularidad de ser funciones C*. El objetivo principal es demostrar dichas férmulas
iterativas y mostrar que la teoria matemética desarrollada en este campo cientifico,
estdn fundamentadas teéricamente y analiticamente por métodos y procedimientos
l6gicos, que permiten desarrollar nuevos esquemas, métodos y técnicas iterativas. Los
algoritmos son generados mediante los procedimientos de los Polinomios de Adomian
y la Técnica lterativa Variacional. Este trabajo presenta tres algoritmos nuevos que
permiten encontrar las soluciones a ecuaciones no lineales en una cantidad menor de
iteraciones que el método de Newton y por lo tanto son més eficientes que dicho método.
Todos estos algoritmos fueron programados en el lenguaje de programacién Python y se
utilizé el paradigma de programacién orientado a objetos (POO). Todos estos nuevos
algoritmos presentan convergencia en dicha solucién. Las ideas de este trabajo pueden
extenderse para generar nuevos algoritmos con los Método de Abbasbandy y Cisneros
en la bdsqueda de algoritmos més eficientes.
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ABSTRACT

This work was carried out in order to improve and optimize the iterative processes of
approximation of solutions to nonlinear equations. Newton's method is an iterative
algorithm that allows solving these types of equations. The research developed consisted
in finding new schemes and iterative methods equivalent or superior in the number of
iterations to Newton's method. This scientific article raises the natural relationship that exists
between the Adomian Decomposition Methods and the Variational lterative Techniques,
establishing the mathematical links developed in both spheres of knowledge. For the
demonstrations of the new schemes and iterative methods it was based on the Adomian
Polynomial scheme and then combined with the iterative variational techniques, obtaining
in these ways new iterative formulas for calculating the roots of nonlinear equations. In all
cases an auxiliary function of the exponential function family was used, since they have
the particularity of being functions C*. The main objective is to demonstrate these iterative
formulas and to show that the mathematical theory developed in this scientific field is
theoretically and analytically based on logical methods and procedures, which allow
the development of new schemes, methods and iterative techniques. The algorithms are
generated by means of the procedures of the Adomian Polynomials and the Variational
lterative Technique. This work presents three new algorithms that allow finding solutions
to nonlinear equations in fewer iterations than Newton's method and therefore are more
efficient than Newton's method. All these algorithms were programmed in the Python
programming language and the object-oriented programming (OOP) paradigm was
used. All these new algorithms show convergence in such a solution. The ideas of this
work can be extended to generate new algorithms with the Abbasbandy and Cisneros
Method in the search for more efficient algorithms.
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INTRODUCCION

Es indudable que la Matemética genera un gran impacto en la sociedad actual
asi lo atestigua el progreso descrito por los modelos mateméticos basados
en teoria de funciones, ecuaciones lineales y no lineales, topicos de dlgebra
lineal y dlgebra abstracta. Asi que el estudio de la teoria de ecuaciones es muy
importante y como es comprensible, la generacién de métodos numéricos para
resolverlas constituye un reto importante para los matematicos actuales.

El estudio de las ecuaciones es tan antiguo como las Matematicas mismas, pero
a medida que la ciencia fue avanzando también se fue necesitando ecuaciones
mds complejas, que no presentan una solucién que se puede determinar
mediante una simplificacién algebraica. El método de Newton permitié generar
soluciones a diversas ecuaciones, y existia al mismo tiempo otros métodos que
presentaban convergencia en una cantidad de iteraciones similar al método de
Newton.

El estudio de los polinomios de Adomian permitié a Abbasbandy desarrollar
un algoritmo efectivo que mejora al método de Newton. Cisneros (2017) hizo
importantes avances en este campo y logré desarrollar métodos numéricos
sumamente precisos que requerian menos iteraciones que el método de Newton.

En muchos casos estas ecuaciones no tienen una solucién exacta y se necesitan
métodos aproximados como el método de Newton que permite obtener
aproximaciones a las raices de una ecuacién de una forma prdctica y eficiente,
pero que puede mejorarse de distintas formas, como se ha demostrado en otros
trabajos.

Es necesario destacar que existen diversos procesos matemdticos que permiten
resolver ecuaciones no lineales, sin embargo, existe la posibilidad de estudiar
el andlisis de convergencia de dichos métodos, mediante técnicas iterativas, las
cuales permiten optimizar de manera eficiente la solucién numérica de dichas
ecuaciones.

Esto justifica una investigaciéon que permita disefar nuevos algoritmos basado en
la Técnica de Descomposicién de los Polinomios de Adomian y de las Técnicas
lterativas Variacional, que permita resolver ecuaciones no lineales en la linea
de investigacién del Algebra y Andlisis Matemético, y de esta forma establecer
un conjunto de algoritmos que permitan generalizar el método de Newton y
codificar estos algoritmos en programas computacionales, tal como el lenguaje
de programacién Python.
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MATERIALES Y METODOS

Se destacan los diferentes algoritmos que combinan el esquema de los Polinomios
de Adomian con las Técnicas Iterativas Variacional.

La metodologia empleada en este trabajo siguié las siguientes etapas:

1. Revision bibliogréfica sobre diversos articulos cientificos sobre los Polinomios
de Adomian y las Técnicas Iterativas Variacional.

2. Estudio de diversos procedimientos matemdticos que incluye los Polinomios

de Adomian y las Técnicas Iterativas Variacional.

Formulacién de nuevos esquemas y algoritmos iterativos.

Programar los algoritmos en Python.

5. Comparar la cantidad de iteraciones.

> w

RESULTADOS Y DISCUSION

El método de Newton puede expresarse como:

f(xn)
f(xn)

Xpe1 = Xp —

Se puede considerar la siguiente notacion f(x,) = f y f'(x,) = f" Por lo
tanto el método de Newton estd dado por

S
f1

Los polinomios de Adomian se construyeron para resolverecuaciones diferenciales,
pero tienen otros usos como ayuda al disefio de esquemas iterativos.

Xpy1 = Xp —

Para los fines de este trabajo se considera la ecuacién no lineal f(x) = 0,a € R
con una raiz de multiplicidad 1 de f. Segin Cisneros (2017, p.52) el método
consiste en construir una funcién en la forma

h=c+ N(h)

donde ¢ es una constante y N es una funcién no lineal.
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Y se crea a partir de h una serie infinita en la forma,

oo
h = E h,
n=0
y la funcién no lineal NV se descompone como

N(h) = i/—f”

n=0

a los términos A se les llama polinomios de Adomian y estdn dados por la
siguiente serie general

l d” - .
n — = m ! f - :01112ﬁ3ﬂ..‘
A T |:N( EO Ath ) :| n
i~ =0

El método de Newton puede expresarse mediante los polinomios de Adomian
como:

X+l = Xp _AO

Donde A, seria el primer polinomio de Adomian

/1’0 = N(ho)
f
Ay ==
0 f
y, ademds
hy = L;

Siguiendo un proceso similar al seguido por Cisneros (2017), se deriva
A, para obtener el segundo término de los polinomios de Adomian.

A] — d—‘iN(ho +hlﬂ.)|,‘_=o = ]?]Nr(ho + !‘11(0)) = !‘1|N{(!‘10)

A] — !‘T|N,(ho)
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Por lo tanto

2 41 " 3 412
Ag = 11|N’(/f0) = (g;; )(;{; = f2f§ = /f;

Nuevamente, para obtener el tercer coeficiente

(b, + 2k, )N (o + hy )]s

_1
A3‘2dA

A; = thIU?o +f1|3.)|,1=0 + %h] (h| +2f?3).)Nf(ho + f?|ﬂ.)|,1=o

Az = th‘r(hO + f?|ﬂ.)|,1=0 + 2lh1 UH + 2[?3&)]\{”(}?9 + I?|;l)|,‘l=n

Az = haN'(ho) + %frhl'n."l.'"(.hn}

A3 = k2N (ho) + L2 N"(ho)

Considerando que

f g P f
o = ."_ Iy == ],r'.-" cha = I.f."“
Y, ademds
Ny - L2

a7

1.|I.Ir||. IIl

N"(hy) = L .I'.Iu'lf—_.j

1
L |.-""..

Por lo tanto, el tercer término de Adomian se obtiene mediante el siguiente

razonamiento.
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A;:hNHM+%ﬁNWM}

(LYY ALY ()
"""( e )(.rf )*i(zﬂ ) 7

A2 = MmN (ho)

Ay = hyN'(ho) + LhIN"(he)

Luego

Ag = Jj:ﬂ-[[n"l: +3h: A)N(he + i A) + J_,-{h + 222N (he + hi A))a-0
il = -;-[Jh;.*u"{hn + i A) + by (hy + 3 AN (o + Iy A)lico +

%(%)12:1;.;}“;. + 23 AIN"(ho + Iy A) + by (g + 203 A)2N" (o + Iy A))|aco
i .—L[Jh-..\"{hoj + Iy (h2)N" (o )] + (%)(%)[Hﬁ:][h.].ﬁu"'(ﬁn} vy (N (o)
i« -ﬁ{-[:«m.v'(hﬁ; + hyhaN"(ho)] + %[Zh.h;;\"'[hn} + WIN" (ho)]
As = 160N (ho) + 2mh:N" (o)) + L [0, 2N (o) + LN (o))
Ag = -‘]J-[mu_v'{ﬁr_.; + 6l haN" (o) + hIN"(ho)]

Ag = %[ﬁm.‘u"um,\ + 6hyhaN"(hg) + WIN"(hg)]
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Como
- dhl\_ s _, L _ L0
V') d:fm( 2 r‘j 2 r h“_r‘ T
Entonces
f ]
N'(ho) = (el ) = -
o\ f f

Por lo tanto,

wep v d (d [, TNY_ _d ([ _
Vo = (G (7)) = e (5 ) =0

Si se tiene presente los valores de h obtenidos anteriormente

2.
h . N
T

£
h- e

Pess s
Ty Ty
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Al sustituir resulta

A4 =1 [6}?3N'(h0) + 6h1h3N”(hg) +}7?Nm(hg):|

"6

-1
A4—6
-1
A4—6
A4:h4

Para encontrar A4, se tiene que

30 f:f"‘)+g(ﬁ -f“*)w]_L(ﬂf -f"‘)_ﬂf S 7
ANV 6\8 7 )T T g
2

&8

e

}

Ay = %[61133\"’(:‘10) +6h hyN" (ho) + h%N”(h“H
Por lo tanto
_1.d
.'l_n = 4 JA-"Jlf. i}
i _Ld 6(hs + g AYN (ho + hy ) + 60k + 2haA)(hy + 3k AIN"(ho + b A) +
o 24 da {h| +h:.|i.}31*'rr“|:-lrh| '|'-Irflf':~:II
O[dhy N (hg + hiA) + by (hs + i, N (hg + b A)] +
i L| | 220+ 3R DIN" o + b 2) + 3hs(hy + 20N (ho + Iy 1) +
T 24 .lfI| [Ii'l +2Ii'3}..]'[h: +3;?3J]._:|."\'.I“(.Ifh| + -hl i}
+[3(2h2)(hy + 20 AN (ho + by A) + Iy (hy + 20 A N9 (g + by 4)]
2ha (2 WN" Cho ) + 3h:(h N
1 T4k Cho) + by (ko' (e )] + 6 b2 (2 )N (o ) :{ 1 IN (o) +
15 = 24 fy Chy )Cha )N ()
[6412(h1 )* N (ha) + hy () ) N9 (g )]
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b | N Gho) + 4 (ho)N Y]+ 612 (2N (ho) + 2 Uy Yo )N ()] +
A§ = 24 [h| [IH }'!‘JJ'\'”-H['”U}]

s 1 240N (he) + 24h (h3 N (hy) + ]EI?%.-"&""{-‘J'u} + 48y (hy )(ha )N (ho)
45 =9 +hy () N® ()

As = ,,—]4[243:4.&-"{#:“} + (24h1 hy + 1203)N"(ho) + 1207 ha N (ho) + h{N®) (hg)]

Hasta el momento se tiene que

hr'l(hﬂ) . —(Taf?) . f’;:f i

)4

Voo =i e (7)) - e (7) -

N®(hy) =0

N (ho) = di (hﬂ

los valores de A son

e
hy = I .{,,2
2>
= T S -4
hy = % f‘f :4
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As = ﬁ[zamm“(;m) + (24h, hy + 1203)N" (ho) + 1203 haN" (ho) + hiN® (hg)]

Como

N"(hg) = NH}'H’.‘U) =10

Se simplifica 4, como

As = 2—14[2%4.-«-"(;;.. )+ (24h1 ks + 1202)N" (ha)]

As

Il
=
L

Il

|

Como un andlisis final se presenta el resumen de la discusién anterior, en forma

de los polinomios de Adomian.
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S f(‘-n)
A[ = _f =
D
A, = -f -f” _ U(.\',;)}%f”(_\‘”}
| = e - ‘
2f 2(F (xn))
Ay = .-r; '.-f”: _ (ﬂru))(f“(\'n)}:
e 2(f'(x))°
PR VALY A 7)) WM
’ 8 f7 -;U‘(T"})?
A. = 1;5 ',f‘u B l (r.fr(‘”))_]_
4 Q If‘(] b (f T”})q
4o 2L 21 () (x0))?
T 16 ()"

Mediante los polinomios de Adomian se generaron los siguientes algoritmos, los
cuales fueron presentados en diversos articulos por diferentes autores:

1. Método de Newton, considerando el primer término de los polinomios de
Adomian.

Xnel = Xy _A'D

Sustituyendo 4, resulta

fxy)
f ()

Xp+l = Xp —

2. Método de House Holder.

Considerando el segundo término de Adomian el cual es

_ () ()
EUJ (X }):,

Y como

Xpsl = X —Ag —A[

Entonces se obtiene el método de House Holder

fxn) U(‘fu )’, ” Xn)
f&n) 2(7( ,,)

Xn+l = Xn —
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Existen diversos andlisis de este método, aunque su deduccién no se basa
precisamente en los polinomios de Adomian, se hace mencién en el articulo de

Bahgat y Hafiz (2014, p.87).
3. Método de Abbasbandy

Si se afiade el tercer término

()‘(x;,))3(]d'(x,,))3
Z(f(xn))s

de Adomian.

Xn+l = Xn _AO _Al _Al

Entonces se logra demostrar el método de Abbasbandy
STxen) _ (fCen))?f " (xn) _ (en))* (" (xn))?
jf(x,,) 2(f(x,,))3 2(ff(xrr))5

Los siguientes algoritmos se llamardn Cisneros-Méndez.

Xpsl = Xn —

Como es natural la funcién  f{x) a considerar debe ser continua, monétona
y derivable, y con f’(x) #0 . Si la funcién f’(x) = 0 los métodos se reducen al
método de Newton clésico.

Se considera la siguiente sucesién x,.; = x, —Ag — 4| — A2 — A3 para construir el
primer algoritmo.

1. Método de Cisneros-Méndez 1 (Contempla el desarrollo para los cuatros
primeros polinomios de Adomian), aqui n=0,1,2,...

Sxn)  (flxa) )”r“t D )’ ')t s () ()
) 20 (xn)? 2(f (xn))} 8 (f'(xn)

Xn+l = Xp —

2. Método Cisneros-Méndez 2 (Contempla el desarrollo para los cinco primeros
polinomios de Adomian) con n=0,1,2....

Es decir, la serie queda
Xpsl = Xn —Ag —Al —Ag —A_‘, —A4

Y al sustituirse por sus respectivos valores
.!f(-\-n) _ (;f(\’u )"f”(‘fn) (f(\ n (f \n)) i U(—Tn))-‘(){”(-\-n))}
_fJ(-TH) 2(! J'i) 2(}“ (\ n 8 (}“‘(\rﬂ))“

_ 1 (/{(-Tn))s(f (x n))4
8 (' (xn))’

Xpsl = Xn —
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3. Método Cisneros-Méndez 3 (Contempla el desarrollo para los seis primeros
polinomios de Adomian)

La serie
Xpil =Xp—Aog—A1 —Ar — A3 — A4

Entonces si se sustituye resulta el siguiente esquema iterativo:

.Ff("-ﬂ) _ (}f(\’ﬂ )3}‘”( -J'i) U(‘H) U J'F)) i ("(‘Tfﬁ))_l(/f“('rfﬂ))}

Xu+l = Xn — _}“I:_\'H) 2(}( n) .?.U (-_‘ H) ] Uj(.\'” ))"‘
LU ) g1 () )
8 (?‘ n) 16 UJ(-TH:’)I]

Donde n=0,1,2,...
Estos tres algoritmos presentas los siguientes resultados:

Se considera la ecuacién no lineal
e*-x'=0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son:

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo
la raiz real con 15 cifras decimales 0,772882959149210. Se toma como valor
semillaa x=1,5.

El algoritmo Cisneros-Méndez 1, Cisneros-Méndez 2, Cisneros-Méndez 3
generan la solucién en 4 iteraciones superando al método de Newton.

Se considera la ecuacién no lineal
x> +4x>-10=0

Esta ecuacién fue usada por Cisneros (2017) y ademds por Bumbariu (2012,
p.277) como ejemplo numérico.

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son:

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo
la raiz real con 15 cifras decimales 1, 365230013414097 . Se toma como
valor semilla a x =1,0.

El algoritmo Cisneros-Méndez 1, Cisneros-Méndez 2, Cisneros-Méndez 3
generan la solucién en 3 iteraciones superando en dos iteraciones al método de
Newton,
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Se considera la ecuacién no lineal
e*+2lnx=0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuaciéon no lineal son:

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo
la rafz real con 15 cifras decimales 0,798518085322251. Se toma como valor
semilla a x=1,5.

Los algoritmos Cisneros-Méndez 1, Cisneros-Méndez 2, Cisneros-Méndez 3
generan la solucién en 3 iteraciones, superando al método de Newton en dos
iteraciones.

CONCLUSIONES

Las conclusiones referentes a la presente investigacién se pueden sistematizar en
las siguientes aseveraciones:

1. Generacién de nuevos esquemas iterativos que representan 3 nuevas
variantes del método de Newton por medio de la Descomposicién de los
Polinomios de Adomian.

2. Existencia de nuevos algoritmos, que constituyen variantes del método de
Newton que superan al método cldsico en el nimero de iteraciones necesarias
para la obtencién de una raiz simple.
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