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RESUMEN

Este trabajo aborda el estudio de las relaciones de equivalencia en los distintos dominios
numéricos que involucran una y dos operaciones. Es conocido que las relaciones de
equivalencia desempefian un papel esencial en el andlisis y estudio de los conjuntos
numéricos, a su vez permiten establecer conexiones entre elementos dentro de un conjunto
dado. El objetivo principal de este estudio es proporcionar una comprension profunda de las
relaciones de equivalencias en la construccién de diversos dominios (NSZSQER), asimismo
examinar como influyen en su estructura y en sus propiedades. Esta jerarquia conjuntista
inclusiva muestra cdmo los conjuntos numéricos se construyen de manera gradual,
ampliando las propiedades y caracteristicas de los conjuntos anteriores. La construccién de
estos dominios es fundamental en matematicas y tiene aplicaciones en diversos campos,
desde la aritmética bdsica hasta el andlisis matematico avanzado. Ademas, se exploraran
las definiciones y aplicaciones de estas relaciones de equivalencia, y se investiga las
implicaciones que tienen en la demostracidon de distintos teoremas. Por otra parte, a
través de este andlisis, se busca contribuir al avance de la teoria de conjuntos numéricos,
brindando herramientas conceptuales Utiles para el estudio de estos dominios. También
se espera que este articulo proporcione una base sdlida para futuras investigaciones en
el campo de las relaciones de equivalencias dentro de los distintos dominios numéricos,
asimismo que las propiedades de una relacidon de equivalencia mediante las operaciones
de unidn e interseccidn utilizando relaciones de equivalencia y envoltura transitiva generen
un mayor entendimiento de cada estructura y en general de estos sistemas matematicos
fundamentales.
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ABSTRACT

This paper deals with the study of equivalence relations in different numerical domains
involving one and two operations. It is known that equivalence relations have an essential
role in the analysis and study of numerical sets, in turn they allow to establish connections
between elements within a given set. The main objective of this study is to provide an
in-depth understanding of equivalence relations in the construction of various domains
(NSZcSQER) and to examine how they influence their structure and properties. This
inclusive conjunctive hierarchy shows how numerical sets are constructed in a stepwise
manner, extending the properties and characteristics of previous sets. The construction of
these domains is fundamental in mathematics and has applications in a variety of fields,
from basic arithmetic to advanced mathematical analysis. In addition, the definitions and
applications of these equivalence relations will be explored, and the implications they have
in the proof of different theorems are investigated. On the other hand, through this analysis,
we seek to contribute to the advancement of the theory of numerical sets, providing useful
conceptual tools for the study of these domains. It is also expected that this article will
provide a solid basis for future research in the field of equivalence relations within the
different numerical domains, likewise that the properties of an equivalence relation by
means of the union and intersection operations using equivalence relations and transitive
envelopes will generate a better understanding of each structure and in general of these
fundamental mathematical systems.
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INTRODUCCION

Este trabajo se enfoca en laimportancia de las relaciones de equivalencia en la matematica
y su relevancia en la comprensién de la estructura y propiedades de los sistemas numéricos,
desde situaciones primarias de la vida humana, hasta su cristalizacién técnica en el drea
de la Matematica actual.

En una primera etapa se investigd acerca de la identificacién de eventos que permitiesen
inferir la determinacién sobre relaciones que fuesen de equivalencia, conservando asi una
perspectiva de aplicacién directa del concepto.

El segundo trayecto consistié en formar el conglomerado de conceptos adjuntos al de
relacién de equivalencia (clases de equivalencia, particién de un conjunto, conjunto
cociente) y la determinacidn de su aplicacion en diversos contextos. Mediante la aplicacidn
de estas relaciones, se pueden establecer patrones y propiedades que ayudan a simplificar
problemas y demostrar teoremas que son piedras angulares de la construccién de cada
dominio numérico.

Las relaciones de equivalencias en los distintos dominios numéricos son objeto de estudio
en diversos campos cientificos, como: Ldgica y Estructuras Numéricas. Estas relaciones
permiten establecer conexiones entre diferentes elementos dentro de un conjunto
dado, asi como para hacer conexién con otros conjuntos. El andlisis de las relaciones de
equivalencia en los dominios numéricos con una y dos operaciones es relevante para
comprender la estructura y propiedades de estos sistemas numérico.

En principal propdsito de este trabajo es mostrar la utilidad de las relaciones de
equivalencias en los distintos dominios numéricos, prestando especial atencién en
aquellos que involucran una y dos operaciones. En primera instancia se explora cémo
estas relaciones se definen y se aplican en estos contextos, y luego se examina cémo
afectan la estructura y propiedades de los conjuntos numéricos correspondientes. Por otra
parte, se estudian las implicaciones de estas relaciones de equivalencia en la resolucién
de teoremas dentro de cada dominio, por ejemplo: En el conjunto de ndmeros enteros,
una relacién de equivalencia comun es la congruencia mddulo , concretamente la relacidn
es a=b mod 3. Esto significa que dos enteros a y b son equivalentes si tienen el mismo
residuo al ser divididos por 3.

Ademds, se busca proporcionar una visién profunda y sistematica de las relaciones
de equivalencias en los distintos dominios numéricos con una y dos operaciones,
en consecuencia, ayudard al lector en el avance del estudio de la teoria de conjuntos
numeéricos y brindar herramientas conceptuales Utiles para comprender su gran utilidad.

Alrededor de esta tematica principal surgen las interrogantes: ;Qué importancia tienen
las relaciones de equivalencia en la construccién de los distintos dominios numéricos y
cémo se pueden realizar operaciones con una o dos relaciones de equivalencia en un
conjunto dado?

Fundamentacidn tedrica

Luego de haber efectuado una revision de la bibliografia y webgrafia sobre las
investigaciones asociadas al concepto de relacidn de equivalencia, se encontrd la siguiente
informacién:
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El libro “Algebra I” de Rojo (1996), presenta un tratado riguroso sobre la definicién de
relacién de equivalencia, asi como su gran utilidad en la construccién de los distintos
dominios numéricos: naturales (N), enteros (Z), racionales (Q) y reales (R). Este autor
también presenta demostraciones de teoremas que tienen una repercusién imprescindible
en el estudio de estructuras numéricas complejas, a su vez enfatiza en el tratado de
propiedades que se cumplen dentro de cada uno de estos dominios.

El texto “Algebra y Teoria de nimeros” (Koulikov, 1982) ayudd a estudiar los sistemas
algebraicos en general, asi como contribuir a la formacién de nuestra cultura algebraica,
debido a que se necesita una agudeza cognitiva para la comprensién profunda de la
semidtica, psicologia, historia y didactica de la matematica elemental.

Asociados a las investigaciones antes mencionadas, estad la de Revilla (2010) titulada
“Cursos Matemadticos - Relaciones de Equivalencia”, utiliza conceptos y teoremas
correspondientes a la resolucién de problemas conectados con la vida cotidiana, y de
la misma manera, plantear y resolver algunos ejercicios aplicados que presentan cierto
grado de dificultad. El estudio concluyé mostrando que el estudiante debe poseer
cualidades y habilidades en Matematica, puesto que estas son el eje principal para el
desarrollo auténtico y significativo en cualquier lugar de trabajo. Por tal razdn, afirman
que es necesario proporcionar métodos adecuados para lograr un excelente aprendizaje.

Curveira y Bravo (2013) en su trabajo “Tratamiento de conceptos matemdticos, su
repercusion en el proceso de formacidn profesional inicial”, estudian la formacién de
habilidades en los estudiantes en la asignatura de Matematica General, a partir de las
aclaraciones de los tipos de conceptos y las distintas relaciones matematicas entre estos.

Antes de abordar los principales teoremas y operaciones de las relaciones de equivalencia
en cada dominio numérico, es necesario proporcionar ciertos conceptos y definiciones
tomadas de Rojo (1996, p.1-80) y Herrera y Cisneros (2023), las cuales servirdn como
base para comprender de mejor forma la tematica en cuestion.

Conjunto: Dada una coleccién X de elementos, si x es un elemento de X escribiremos
X € X, mientras que si no pertenece a X escribiremos x ¢ X. Si P es una propiedad,
indicaremos por P(x) el hecho de que P sea cierta para el elemento x. Con esta notacion,
un conjunto X es una coleccidn de elementos x tales que exista una propiedad P de modo
que x € X si y sélo si P(x) es verdadera.

Par ordenado: El par ordenado (a, b) es el conjunto cuyos elementos son {a} y {a,b}. Es
decir (a,b) = {{a}, {a, b}}.

ay b son la primera y segunda componente del par ordenado, respectivamente.
Producto cartesiano: El producto cartesiano de los conjuntos A y B es el conjunto cuyos
elementos son todos los pares ordenados cuya primera componente pertenecea Ay la

segunda a B. Simbdlicamente,

Axzf={labyiacsd n beFL

Relacién: Una relacién entre A y B es todo subconjunto del producto cartesiano A x B.
En simbolos,

R es una relacién entre Ay B=RcAxXE.
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Relaciones definidas en un conjunto: Supdngase que R es una relacién entre A y B,
donde B=A. En este caso se dice que la relacion estd definida en A, y se identifica con
un subconjunto de A2=AXxA.

R es unarelacién definidaen 4 e fp = A%
Relacién de equivalencia: La relacion ~cA”2 es de equivalencia en A si, y solo si, es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexividad: Todo elemento de A estd relacionado consigo mismo.

Yx: x EA=(xx) E~

Simetria: Si un elemento estd relacionado con otro, entonces este estd relacionado con el
primero.

Yeoy:(x,¥JE~=2(yx) E~

Transitividad: Si un elemento estd relacionado con otro y este estd relacionado con un
tercero, entonces el primero estd relacionado con el tercero.

Yo, v, 2 (nvIE~ A (Z)E~=2(x,2) E ~

Clase de equivalencia: Clase de equivalencia del elemento a € A es el conjunto de todos
los elementos de A que estdn relacionados con a.

K,={x€A: x~a}.

Conjunto de Indices: Es el conjunto formado por todos los elementos que han sido
seleccionados como representantes de cada clase de equivalencia.

Particidn: Sean dos conjuntos A+ & e | # & tales que, cualquiera que sea el elemento u
€ |, existe un subconjunto K < A. El conjunto {K :ue€l} esuna particiénde A siy solo si

Yu: uel=K,0
uzr=KnK,=0
VvaeA3Juel:aek,

El conjunto | se llama conjunto de indices.

Conjunto cociente: El conjunto formado por las clases de equivalencia se llama conjunto
cociente de A por la relacién de equivalencia ~,y la notacién es

% = {K,:u €[}, donde | es el conjunto de indices.
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MATERIALES Y METODOS

En esta seccidn se describe la metodologia utilizada para deducir, construir y ejemplificar
las relaciones de equivalencia en el &mbito escolar y en la vida cotidiana.

Etapas de investigacion:
La metodologia empleada en este trabajo siguid las siguientes etapas:

e Revisién del estado del arte sobre el concepto de relacién de equivalencia: se lleva a
cabo una revisién exhaustiva de la literatura existente sobre el concepto de relacién de
equivalencia en matematicas. Esto implica analizar diferentes definiciones, ejemplos y
aplicaciones de relaciones de equivalencia en diversas dreas de las matematicas, asf
como también estudiar cémo se han utilizado en la investigacién previa.

e Estudio de diversos procedimientos matematicos sobre la definicion conceptual y
formal de relacién de equivalencia: Aqui se profundiza en el estudio de los fundamentos
tedricos de las relaciones de equivalencia, incluyendo su definicidn formal, propiedades
y caracteristicas. Se exploran conceptos clave como la reflexividad, simetria y
transitividad, asf como el anélisis de diferentes maneras de representar y trabajar con
relaciones de equivalencia.

e Estudio, demostracion y justificacién de los principales teoremas y propiedades que
utilizan las relaciones de equivalencia en diversos dominios numéricos: Enfocado en
comprender y demostrar teoremas importantes relacionados con las relaciones de
equivalencia en diferentes dominios numéricos.

e Andlisisytratamiento sobreunaodosoperaciones medianterelaciones de equivalencia:
En este momento, se exploran cdmo las relaciones de equivalencia pueden utilizarse
para analizar y tratar una o dos operaciones especificas en un conjunto dado. Se
examinan las propiedades de estas operaciones bajo la accidn de las relaciones de
equivalencia y se analizan posibles aplicaciones y generalizaciones.

Este trabajo se enmarca en una investigacién aplicada, cuyo objetivo es la aplicacion y
consolidacién del concepto de relacién de equivalencia en diversos dominios huméricos,
demostrando su utilidad en operaciones simples o combinadas.

También, se utilizé el método de induccidn para buscar y registrar teoremas que se
relacionan con las condiciones de la definicidn de relaciones de equivalencia.

El método de implicaciéon directa es utilizado para demostrar las afirmaciones
condicionales. Este método se utiliza para probar las distintas proposiciones sobre las
relaciones de equivalencia, que tiene la forma “Si P, entonces Q”, donde es la hipdtesis y
es la conclusidn. La idea esencial es demostrar que cuando la hipétesis es verdadera, la
conclusion también debe ser verdadera.

El método analitico fue claramente utilizado al examinar la precisién y efectividad de la
definicién de relacién de equivalencia en el funcionamiento de las demostraciones de los
teoremas que la involucran. Una buena definicidn es “justificada” por los teoremas que
pueden probarse con ella, al igual que la prueba del teorema estd justificada apelando a
una definicién dada anteriormente”.

La sintesis, como método cognoscitivo opuesto al andlisis, se ve reflejada en la aparicion
gradual de otros conceptos matematicos que, a partir de la definicion de relacién de
equivalencia, fueron incorporandose a estructuras algebraicas mas completas.
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Este trabajo presenta ejemplificaciones originales y genuinas de conceptos matematicos,
como la construccidn del conjunto cociente y la funcidn candnica, que se relacionan con la
definicidn de relacién de equivalencia y su aplicacion en distintos contextos.

RESULTADOS Y DISCUSION

Las relaciones de equivalencia se observan en las diferentes situaciones de la vida y en
los distintos niveles educativos, tanto en ejemplos sencillos como complejos, de acuerdo
con la temdtica en estudio. A continuacion, se presentan los siguientes casos relevantes
considerando informacion imprescindible de los textos Joyce (1996), Rojo (1996) vy
Koulikov (1982):

Construccién de los nimeros enteros (Z)

Para la construccién de los ndmeros enteros Z, se parte de una relacion definida en el
conjunto de pares ordenados de niimeros naturales N2, la relacion estd definida por:

(a,b)~(a" b )=a+b' =b+a

Reflexividad
Reflexividad de la igualdad de ndmeros naturales.
Conmutatividad de la adicién en N.
Definicidn de relacidn.

Simetria

¥ (a.b).(a" ") ¢ (a b)~(a’, B')=(a', ")~ (a, b).
(a.b)~(a"b') = a+b"=b+a" Definicién de la relacién e hipétesis.
= b"+a=a +b Conmutatividad de la adicién en N.

= a'+b=5b+a Simetrfade la igualdad de ndmeros naturales.
= (a".b")~ (a,b) Definicién de la relacién.

Transitividad:

v (a,b), (a', 8", (a", B"): (a. b))~ (a" . b)Y A (2", b") ~ (a”, b™) = (a,b) ~ (a”,b™).
(a, b)Y~ (a'. B)Ya(a’, b')~ (a”, b")
= a+h'=a"+b A a' +b"=b"+a" Definicién de la relacién e hipétesis.
sa+b'+a'+b"=a"+b+b"+a" Compatibilidad de la igualdad respecto a la

adicién en N.

=a+b' +b"+a"=b+a"+a"+b Conmutatividad de la adicién en N.
=a+h"+bh +a"=b+a"+a" +b Conmutatividad de la adicién en N.
sa+b"+a +b' =b+a"+a +b Conmutatividad de la adicién en N.
=sa+h”"=bh+a” Ley cancelativa de la adicién en N.
= (a,b) ~ (a",b") Definicién de la relacién.
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Ejemplos:
e Lospares (3,4) y (6,7) estan relacionados porque 3+7 =4+ 6 = 10.
e Lospares (5,4) y (8,7) estdn relacionados porque 5+7 =4 +8=12.

Sea | el conjunto de indices:

f={{n1)Juf(lr+1)} nEN

Ky = {(a.B) EN*fa+y=b+x)

Algunos ejemplos de clases de equivalencias

Para determinar si dos pares de niimeros enteros estdn relacionados bajo esta definicidn,
simplemente se suman los elementos correspondientes (extremos y medios) de cada par
y se verifica si es igual en ambos casos. Si lo es, entonces los pares estan relacionados
bajo esta relacion de equivalencia; de lo contrario, no lo estan.

e Laclase K(1. 3 estd formada por todos los pares (a, b) que cumplena +3 =b + 1, es
decir todos los pares cuya segunda componente es: la primera componente mds 2 :
b=a+2.

e Laclase K(z‘ 1)esté formada por todos los pares (x, y) que cumplen x + 1 =y + 2, es decir
todos los pa res cuya segunda componente es: la primera componente disminuida en
l:y=x-1.

Conjunto cociente:

NE
- = E= Ky /(x.y)ET]

e Para la construccidon de los nimeros racionales Q se parte de una relacién definida
en Z x Z', mediante:

(a, b) ~ (a’.b") = ab’ = ba'.
Nota: Z° = Z — {0} el conjunto de los enteros no nules.
ExI ={(ab)facZ A beEZ ]

Esta relacion de equivalencia establece que dos pares ordenados de nidmeros enteros
son equivalentes si su producto cruzado es igual. Esta relacién es fundamental para la
construccidon de los nimeros racionales, ya que permite identificar clases de equivalencia
que luego pueden ser utilizadas para definir las operaciones bdsicas sobre los racionales.

A continuacidn, se verifica que la relacidn es de equivalencia.

Reflexividad
v (a, b):(a, b) € TXT" = (a, b)~(a, b).
(2, b) € ZxE = ab=ab Reflexividad de la igualdad de nimeros enteros.

= ab=ba Conmutatividad del producto en Z.
= (a, b) =~ (a, b) Definicién de la relacidn.
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Simetria

v (a,b)(a", b'): (a, B)~(a', b")=(a’, ')~ (a, b).

(a,b)~(a',b') = ab’' = ba'

Definicidn de la relacién e hipétesis.

= ha=uahb Conmutatividad del producto en Z.

= a'bh="ba

Simetria de la igualdad.

= (a',b") ~ (a,b) Definicidn de la relacidn.

Transitividad:

v (a,b), (', b'), (a”, b"):

Partiendo de:

(a.b)~(a" . b')a (a"b')~{(a".b")
= (a,b) ~ (a",b")

(a,b)~ (a’,b"yA(a'b") ~ (a", b")

= agb' = ha' A a'h'" = b'a" Definicidn de la relacion e hipdtesis.

= ab'a'b" = ba'b'a"

= ab'h"a' = ba'a"b’
= ab"b'a’ = ba"a'b’
= ab"a'h’ = ba"a'b’
= ab" = ha"'

= (a,b) ~(a",b")

Ejemplos:

Compatibilidad de la igualdad respecto al producto
enZ.

Conmutatividad del producto en Z.
Conmutatividad del producto en Z.
Conmutatividad del producto en Z.
Ley cancelativa del producto en Z.

Definicién de la relacién.

e Los pares (-2, -4)y (-1,-2) estan relacionados, porque (-2) - (-2) = (-4) - (-1) =4

e Lospares (3,1) y (6,2) estdn relacionados, debidoaque3-2=1-6=6

Sea J el conjunto de indices:

J={p.g)fmecd(p.g) =1y peLgel]

Kipg = (e b) e ExEfp - b=q-a}

Algunos ejemplos de clases de equivalencias

e Llaclase Ku,z)

esta formada por todos los pares (a, b) que cumplen 1-b=2-a, es decir

todos los pares cuya segunda componente es: dos veces la primera componente: b =

2-a.

e Laclase K(O' "

esta formada por todos los pares (x, y) que cumplen 1-x=y-0, esto es

todos los pares cuya primera componente es cero.
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Cada clase de equivalencia en el contexto de una relacidon de equivalencia entre pares
de ndimeros enteros corresponde a un conjunto de pares que cumplen una condicidén
especifica. Esta condicidn especifica estd determinada por la relacién de equivalencia que
se ha definido.

Conjunto cociente:

LZx I
7 = Q= {Kpq / (@.9) €J]

ExE

Asf, el conjunto cociente estarfa formado por las clases de equivalencia, donde cada
clase representa un conjunto de pares de nlimeros enteros relacionados bajo la relacién
de equivalencia R.

e Parala construccién de los nUmeros reales R se utilizan las cortaduras de Dedekind
Definicién.

El subconjunto A € Q es una cortadura si y sélo si verifica
i} Az A A+

i) XEA A Yy<x =yEA

iii) xEA=3Ayed fx<y

Se define Q° como el conjunto de todas las cortaduras.
En Q¢ se define la siguiente relacién

A~B = A=E8

Reflexividad:

YAd: Ae QF = A~4
Ae: A=4A Igualdad de conjuntos.
= A~A Definicidn de la relacidn.

Simetria:
v AR :A~B = B~A
A,B:A~B = A=F8 Definicién de la relacidén e hipétesis.
= i = A Simetria de la igualdad de conjuntos.
= B~A Definicién de la relacién.

Transitividad:
v ABC tA~B A B~C = A~C
A~B A B~C=A=8 A B=C Definicidn de la relacidn e hipdtesis.
= A= Transitividad de la igualdad de conjuntos.
= Al Definicién de la relacién.
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e Otra variante muy interesante para la construccién de los nimeros reales son las
sucesiones de Cauch

La construccion de los nimeros reales mediante las sucesiones de Cauchy se basa en la
idea de considerar cada sucesion de Cauchy como un representante de un ndmero real.
Dos sucesiones de Cauchy que convergen al mismo limite se consideran equivalentes
y representan el mismo nimero real. Esta es una relacién de equivalencia basada en la
convergencia de sucesiones.

Definicién

Una sucesidn es una funcidn o aplicacién, cuyo dominio es el conjunto de los enteros
positivos o bien el conjunto de los nimeros naturales y su codominio es cualquier conjunto.

f:EZt— A obien f:H — A

donde A es cualquier conjunto.
Sucesidn racional
Una sucesidn racional es una funcién o aplicacion de N a Q.

Esdecir ¥ = (x,)ney ‘M — O
donde

x(n)=x, Mm=127345..)

El conjunto de las sucesiones racionales se denota por Q-.
Si E‘rnj:-]_ ¥ b’njﬁ:| = Qm se define

1) (xplp=1 + Onli=1 = (Xn + Yaln=1
2:' {xﬂ]::;l - {:FH:JE=1 = {xn '}rn}r?:l
3) Axplpey = (Axpdpey., Y AEQ

Definicién
Sed (x,)5= EQ¥ y LEQ
lim x, = L (vee QY)aAN e Z¥)vn e Z)
Ii—n
n=N=|x,—L| <&

Sucesiones de Cauchy

Sea (xn)a= € Q7

(x,)5., esde Cauchy < (Ve e QY)(AN € ZY)(¥n,me I*)
nmzaN=|x,-x,|<¢

Sea F el conjunto de todas las sucesiones (x,),=1 € [J* que son de Cauchy.

En F se define la siguiente relacién ¥ {x, o, ()., EF

(xp )5y = Ohlp=y = ;El_ﬂ[-rn— ) =10
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Entonces, esta relacion de equivalencia establece que dos secuencias son equivalentes
si la diferencia entre los términos correspondientes de las secuencias converge a cero
cuando tiende a infinito.

Reflexividad
V (xp)p=1 : (Xnlpey €EF = (xp)p=1 ~ (X dp=1

()= EF = (2, + (—x,)) =0 Suma de sucesiones opuestas.
= lim0=10 Propiedad de limite.
T =X
= :!iI'I;ln (%, + (—x5)) = 0 Sustitucién
= lim(x, —x,)=0 Propiedad de la adicién.
n-+ix
= (x5 oy ~ (xp )iy Definicién de la relacidn.
Simetria:
v I:::‘--:n :--:I rﬁ"ﬂ : i I::-:'-':|1:'r||ﬂll--:| - ':J"'rl]:-1 - [-]""'1}: |:1',-| ::I
Crndras ~ Oaduay = lim (g, —y,) =0 Definicién de relacién.
= (—1) lim (x5 — ) = (=10} Compatibilidad de la igualdad respecto
al producto.
= lim (=1)(xn = yp) = 0 Propiedad de Iimite
= lim(—x, +y) =0 Producto de sucesiones por un escalar.
T =0

= lim (yy — xy) = 0 Conmutatividad de la adiciéon en el
R0 " conjunto de las sucesiones.

= Onln=y = Uradn=y Definicidn de la relacién.

Transitividad

¥ (xplaey s Oz o (Endier
(xp)a=1 ~ Wadi=r A Odies ~ (Endiey = (Xediey ~ (Zn)hey

(xn)n=1 ~ (n)a=1 A Oidazg ~ (Zadiey

= r]i"n::»[I" — ¥ =0 A ]Iirn (¥, —21=10 Definicion de relacion.
1-= L Bt
= lim (x, = ¥.) + lim{y, —2,) =040 Compatibilidad de la igualdad
Fl ik =00
respecto a la adicidn.

= gi_[:gg_[x“ “Ynt ¥y =2y =0 Propiedad de limite.
=5 rEi_ul-gb[.vr,. -z)=10 Adicidén de sucesiones opuestas.
= (Xn)ne1 ~ (Zn)0=1 Definicidén de la relacién.

e Para la construccion de los nimeros complejos C, se parte de una relacidn definida
en el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales RZ? La cual estd
determinada por:
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(a,b)~(c,d)=a=cAb=d

Reflexividad

Yia, b):(a, b) ER* =2 (a, b)~(a, b)

(@, b)ER* = a=a A b=b Reflexividad de la igualdad de ndmeros reales.

= (a,b) ~(a,b) Definicién de la relacién.

Simetria
¥ (a, b).(c, d): (g B)~{c, d)=(c, d)~(a, b)
{a, b)~(c, d) = a=c A b=d Definicién de la relacién e hipétesis.
=c=g Ad=0>b Simetria de laigualdad de nimeros reales.
= (c,d) ~ (a,b) Definicién de relacién.

Transitividad

¥ (@, b).(c, d), (e, [) ¢ (a.b) ~(c.d) A (c.d) ~(e.f) =(ab) ~(ef)
(a,b) ~ (c.d) A (c.d)~(e.f)
= a=cAb=d A c=ead= fDefinicién de la relacién e hipdtesis.

=wa=chc=eAb=dAd=f Conmutatividad de la conjuncidn.

wa=¢ A b=f Transitividad de la igualdad de ndmeros reales.

= {a,b)~ef) Definicidn de la relacidn.

Operaciones con relaciones de equivalencia

Sea A un conjunto no vacio y sea Eq el conjunto de todas las relaciones de equivalencia
definidas en el conjunto A. Es interesante preguntarse ;La interseccién de dos relaciones
de equivalencia es una relacién de equivalencia? La respuesta es positiva, como se

muestra a continuacidn.

e Interseccién entre relaciones de equivalencia

Primero se debe asegurar que R, N R, # J, esto es cierto porque R, y R, son relaciones

reflexivas.

Sean R1, Rze Eq demostrar que R1 n Rze Eq
RynRBRy,={(x.y)/(x,y)ER, A (x,¥) ERz}

Se probaran las tres propiedades:

Reflexividad
Yx:xEA=(xx)ER A (xx)E R; Propiedad reflexivade R, y R,
= (x,x) € R, N R, Definicién de interseccidon

Ry N Ry cumple la propiedad de reflexividad
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Simetria
Yevi(xvIER NA; = (yv.x)ER, DR
(. ¥} E Ry N Rz = (x.¥) E Ry A (X, ¥) ER: Definicidn de interseccidn
= (3.x) € Ry A(3.x) € Rz Gjmetrfa de R, YR,
=[x} ERNR; Definicién de interseccidn
“ Ry N R cumple la propiedad de simetrfa

Transitividad
Yayvzi(nylER N Alyz)ER NE; = (x,2)ER NR;
(¥IER MR AlwZlER AR =2 (xy)ER AlsYIER A ZIER AV 2) E By
=[x, ¥) E By Ay, 2) € Ry A (x, %) € Rz A [y, 2) € Rz Conmutatividad de

= (x,z) € Ry A(x,z) E K3 Transitividad de R, y R,
=[xz e/ nNA; Definicién de interseccién
= Ry Ry cumple la propiedad de transitividad

De este modo se demuestra que R, n R, es una relacién de equivalencia, es decir, R, N R,
eE.
q

e Generalizacion de interseccién entre relaciones de equivalencia

El resultado anterior se puede generalizar para la interseccién de n relaciones de
equivalencia, definidas en un conjunto A, es decir

H "
Si R, R,....R € Eq, entonces iRy € E;
La demostracidn es, en esencia andloga, a lo anterior.

Reflexividad:
Vx:xe A= (xx) e N R
¥x€EA=(xx)ER, Yi=12 .., n
= (x,x) € N B
% NjLy By cumple la propiedad de reflexividad

Simetria
Vey:(xy)ENL R = x)ENL R
(x.y)ENL R = (xy) ER vi=12,..,n
=(yx)ER; vi=12,..n
= (wxINi-, R

ﬂF=1 R; cumple la propiedad de simetria

Transitividad:

V.2 (%Y)E N R A (3.2) € Ny Ry = (x,2) €Ny Ry
(. ¥)EN R A nz) e Nl R = (ny)ERAly2) ER; Yi=12,..n
= (x.2) €E R Yi=12..n
= I:x!z} € n:llnjlﬁ']
~ MNiw1 B: cumple la propiedad transitiva
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’ .7 . . . "
Comprobando asi que [1~, & es una relacién de equivalencia, es decir Mi=1 fi € Eg.
e Unidn entre relaciones de equivalencia

De manera natural surge la siguiente pregunta: ;La unién de dos relaciones de equivalencia
es una relacién de equivalencia?

RuURs={x¥) /(v ER ¥V (x.¥)ER;: ]

Mediante un contraejemplo se comprueba que en general la unién de relaciones de
equivalencia no es una relacién de equivalencia.

Sea A=[abc) v Ry.R; relaciones definidas en A, mediante

Ry = { (a.a). (b, b), (c.c). (2 b). (b.a) ]
Rz = {(a.a).(b.b).(c.c).(c.b). (b,c) }

Se verifica con facilidad, que R,y R, son relaciones de equivalencia.

Por definicidn de unidn se tiene que
RyUu Ry ={(a,a) (bb) (c.c)(ahb)(ba)cb)bc)}

Analizando se observa que cumple las propiedades de reflexividad y simetria, sin
embargo, falla la transitividad, pues, por ejemplo

(a,b), (b,c)ER URy A (a,c) & RyUR;
I:f..b}. (ﬁ,ﬂ] ERUR: A (c,a) @ Ry U R;
concluyendo que R, UR, no es una relacién de equivalencia.

Una forma de reparar este inconveniente es mediante la introduccién del concepto de
envoltura transitiva de una relacién.

Si R, y R, son relaciones de equivalencia, entonces R, U R, es una relacién reflexiva
y simétrica porque A, <R UR, vy (R,UR)"=R"UR,"©R, UR, . En el ejemplo se
determiné que en general R, U R, no es una relacién de equivalencia porque falla la
transitividad. Necesitando de la siguiente propiedad.

Propiedad:

Sea R una relacién, entonces E=Ru(R=R)U(R=R=Ku.. estransitiva.

Demostracion

Suponiendo que (a,b) y (b,c) ,entonces existen X,,X,,....X €A Y Y,Y,,....y, €A tales
que
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(a,x;) ER,(x,x2)ER, .., (xmbB)ER
(b)) € R (o y) € R () € R 109

entonces existen X, X,,..., X , Y., Y,,...,Y, € A tales que
(. xER [z x:) ER .. (xpbleRBwIER (V¥ ER . . (¥ ER

lo cual significa que (a, c) € RP, para cierto p € N.

Definicién: La envoltura transitiva de una relacion R es la menor (en el sentido de inclusidn)
relacién transitiva (R) que contienea R.

Propiedad: (R) =R U (R°R)U... esla envoltura transitiva de R.

Demostracidon

c

Sea S una relacidn transitiva que contiene a R, se debe probar que ¢ S. Para ello se :9
necesitan dos cosas: &)
O

e Si R, y R, sonrelaciones, entonces: R, € R, = R" < R," donde n es el nimero de S
composiciones de R. o

e S estransitiva >S"c S. L
D

Luego CI)
©

2., p3 2, ¢l 0
(Ry=RUR“UR*U..cSuS“uf’u..cs, C

O

c

lo cual confirma que {R) es la envoltura transitiva de R. .g

C

CONCLUSIONES

Los resultados de relevancia alcanzados en este trabajo investigativo se detallan a
continuacion:

e Realizacion de las demostraciones formales y justificadas sobre la construccion de
los distintos dominios numéricos sustentandose en las relaciones de equivalencia, asf
como en sus propiedades. Las relaciones de equivalencia y sus propiedades juegan un
papel fundamental en la construccién de distintos dominios numéricos, permitiendo
agrupar elementos segun ciertos criterios y establecer una estructura algebraica
coherente en cada conjunto de nlmeros. Estas construcciones proporcionan las
bases para el desarrollo de la teorfa matematica y su aplicacién en diversos campos
cientificos y tecnoldgicos.

e Las ejemplificaciones brindadas tienen como propdsito mostrar de modo especifico el
cumplimiento de la relacién seguin cada construccion, a su vez estas son parte inédita
de esta investigacién. Las ejemplificaciones ayudan a demostrar cdmo las relaciones
de equivalencia cumplen un papel fundamental en la formacién de los nimeros



Revista Cientifica Esteli. Aflo 13 | Ndm. 49 | Enero-marzo, 2024 | P4g. 94-110

enteros, racionales, reales y complejos. Asimismo, demuestran de forma precisa como
las relaciones de equivalencia cumplen cada una de las propiedades (reflexiva, simétrica,
transitiva). Por otra parte, a partir de dichas ejemplificaciones se pueden realizar otras
inferencias trascendentales que inspiren a otros investigadores a continuar obteniendo
novedosos resultados.

e La construccién de los ndmeros reales mediante sucesiones de Cauchy ofrece una
opcion poderosa para abordar la formacién de este dominio numeérico, proporcionando
una justificacion intuitiva de la completitud de los nimeros reales y estableciendo una
conexion directa con la nocién de convergencia en andlisis matematico.

e La demostracion detallada de las propiedades de una relacién de equivalencia
mediante las operaciones de unidn e interseccidn utilizando relaciones de equivalencia
y envoltura transitiva implica trabajar rigurosamente con las definiciones y propiedades
fundamentales de las relaciones de equivalencia, asi como con las operaciones
de conjunto de unidn e interseccidn, con el objetivo de establecer la validez de las
propiedades y demostrar su aplicabilidad en diversas dreas de las matematicas.
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