Revista Cientifica de FAREM-Esteli
el amidienle, .-'ﬁwm'izym. 4 e iy Arann

Ao 11 | Wom. 43 | julio-septiembre, 2022
C1S5N: 23055790 .
https://rcientificaesteli.unan.edu.ni

DOI: https://doi.org/10.5377 /farem.v11i43.15140

Area de la Circunferencia, Elipse y Esfera

Area of the Circumference, Ellipse and Sphere

Ingrid Judith Orozco Martinez

Licenciada en Ciencias de la Educacién con Mencién en Matemdtica, Estudiante
de Doctorado en Matemdtica Aplicada. FAREM-Matagalpa
https://orcid.org/0000-0002-1362-3579

judithorozco655@gmail.com

Ivan Augusto Cisneros Diaz

Doctor en Matemdtica Aplicada, Universidad Nacional Auténoma de Nicaragua.
UNAN-Managua, Nicaragua

https://orcid.org/0000-0003-2014-1946

ivan.cisneros@unan.edu.ni

RESUMEN

Este trabajo presenta las demostraciones analiticas de la férmula del drea de la
circunferencia, elipse y esfera, mediante integracién en una variable e integracion
doble, utilizando los sistemas de coordenadas rectangulares, polares, esféricas,
mediante el teorema del cambio de variables. Se presenta también una aplicacién
del teorema de Green, el cual constituye un clésico de los teoremas del Andlisis
Vectorial. El objetivo central es mostrar diversas variantes demostrativas mediante
integraciéon en una y dos variables y reconocer que el estudio de las diferentes
técnicas y métodos de integracién permiten aplicar el cdlculo diferencial e integral
a la resolucién de problemas précticos que se presentan en diversas situaciones
demostrativas de la matemética. Cabe destacar que estas formas de demostraciones
estdn basadas en las propiedades de la integral en una y varias variables, asi
también como en las aplicaciones de los sistemas de coordenadas rectangulares,
polares y esféricos. La aplicacién del Jacobiano al desarrollo de la integracién de
forma polar ofrece un camino de cambio de coordenadas que permite desarrollar
diversos problemas de integracién a situaciones mdés féciles de integrar y por ende de
obtener nuevas generalizaciones en algunas curvas cerradas, tales es el caso de la
elipse y la esfera. El concepto de drea y de volumen se generaliza a diversas figuras
cerradas y esto permite una mayor generalidad a dichos conceptos por medio de
integracién. Estas demostraciones podrdn construirse mediante otras estrategias de
ensefianzas y aprendizaje, todas ellas basadas en el concepto de integracién.
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ABSTRACT

This work presents the analytical demonstrations of the formula for the area of the
circumference, ellipse and sphere, by means of integration in one variable and
double integration, using the rectangular, polar and spherical coordinate systems,
by means of the change of variables theorem. An application of Green's theorem
is also presented, which constitutes a classic of the theorems of Vector Analysis. The
main objective is to show diverse demonstrative variants by means of integration in
one and two variables and to recognize that the study of the different techniques and
methods of integration allow the application of differential and integral calculus to
the resolution of practical problems that arise in diverse demonstrative situations of
mathematics. It should be noted that these forms of demonstrations are based on the
properties of the integral in one and several variables, as well as on the applications of
rectangular, polar and spherical coordinate systems. The application of the Jacobian
to the development of polar form integration offers a path of change of coordinates
that allows the development of various integration problems to situations easier to
integrate and thus to obtain new generalizations in some closed curves, such is the
case of the ellipse and the sphere. The concept of area and volume is generalized
to several closed figures and this allows a greater generality to these concepts by
means of integration. These demonstrations can be constructed by means of other
teaching and learning strategies, all of them based on the concept of integration.
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INTRODUCCION

Uno de los principales problemas estudiado dentro del desarrollo metodolégico
de la matemdtica, es la construccion de las demostraciones matemdticas
(Orozco, 2022). Los teoremas desarrollados en este articulo estén referidos a
la aplicacién de la teoria de integracién en una y varias variables y constituyen
teoremas cldsicos del drea de la geometria, lo novedoso de este desarrollo, es
presentar sus demostraciones mediante la aplicacién de la teoria de integracién.
Por otro lado, deducir algunas consecuencias de drea y volumen, mediante la
combinatoria del cdlculo diferencial e integral. Se considera importante sefialar
que la justificaciéon tedrica de las demostraciones matemdticas es importante, ya

que permite ampliar el horizonte l6gico y abstracto de la matemética (Orozco,
2022).

Las diversas variantes demostrativas usando la teorfa de integracién abarca las
coordenadas cartesianas o rectangulares, polares y esféricas, ademds, de la
aplicacién de una variante del Teorema de Green aplicado a figuras de regiones
cerradas. Desde un punto de vista tedrico como préctico de las matemdticas
aplicadas, ponen de manifiesto un alto nivel de interés tedrico en el desarrollo
de la matemdtica y especialmente en las demostraciones de dichas férmulas
(Orozco, 2022)

Entre los principales valores metodolégicos de este articulo, se pueden mencionar
(Orozco, 2022):

1. Formulacién de nuevas estrategias demostrativas matematicas, mediante la
interrelacién entre las teorfas del cdlculo diferencial e integral.

2. Aplicacién de diferentes técnicas y procesos basados en el célculo diferencial
e integral para diversas variantes de demostraciones matemdticas.

3. Evidenciar la importancia de la busqueda de nuevos enfoques de paradigmas
demostrativos.

Por otro lado, la relevancia fundamental del trabajo consiste en la posibilidad
de poder combinar diferentes técnicas, procesos y métodos del cdlculo integral
para la obtenciéon de diferentes férmulas cldsicas de dreas y volumen por medio
de diversos sistemas de coordenadas matemdticas y por la teorfa de integracion
en una y varias variables.

Su aplicabilidad se puede materializar en los diferentes cdlculos de dreas o
volimenes que se establecen para figuras geométricas irregulares, donde los
procesos y métodos de integracién en una y varias variables puedan aplicarse
para su posible desarrollo matematico.
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MATERIALES Y METODOS

En este apartado se desarrollan diferentes variantes demostrativas de las férmulas
de drea de la circunferencia, elipse y esfera, aplicando el célculo integral en
una y en varias variables. Se muestran el uso de coordenadas polares, cambio
de variables y aplicacién de métodos de integracién, con el objeto de poder
integrar diferentes regiones del plano y obtener los respectivos desarrollos de
las férmulas de éreas. La metodologia empleada es la resolucién de diversas
integrales en el plano mediante diversas y combinadas técnicas de integracién.

La metodologia empleada en este trabajo siguié las siguientes etapas:

1. Revisién bibliogréfica sobre los principales conceptos y propiedades ligadas
a la teorfa de la integracién en una y varias variables.

2. Estudio de los métodos, técnicas y procedimientos de integracién en una y
varias variables.

3. Formulacién de nuevos procesos demostrativos por medios de la teoria de
integracién en una y varias variables.

Férmulas del drea de la circunferencia, elipse y esfera

Teorema 1: El drea de una circunferencia de radio r esté dada por (Barnet,
1991)

A =m?

Demostraciéon 1: Consideremos una circunferencia de radio r centrada en el
origen, dicha ecuacién estd dada por:

x2+y2= 2

al despejar y de la ecuacién anterior, obtenemos que y=\(r? - x? ) e integrando
para el primer cuadrante, por medio de una integral en una variable, obtenemos

~ I

A, =J Jri—x2dx
0

utilizando el método de integracién trigonométrica (Aguilar, 2010), haciendo
¥ = reosd

dx = =rsindt di? o
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y sustituyendo en la integral dada, se tiene:

Ay = f V2 = ricos?0 rsind do
0

A, =J' Jri(1 — cos28) rsind df
LH]
Ay =f (rsinf) rsing d@
1]

Ay = rz[ sin*d da
0

Haciendo un cambio de limite de integracién, donde x=rsen#, se tiene que si

Luego

dil = —nmr*

"] = cos2i
_ L —

Lo cual es el cdlculo para el primer cuadrante, luego el drea total es 4 veces el
area del primer cuadrante, es decir

A=4A,
P (l .,)
=4|=-mr<)=nmr=
4

Demostracion 2: Sabemos que la ecuacién en coordenadas polares de la
circunferencia es r=a y que el drea de una regién en coordenadas polares esté

dada por (Aguilar, 2010)

I 178
H:EJ;[HHJJ ao =3 [ rido

L

luego
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1 P
| == a=dd
-

Evaluando la integral por medio del Teorema Fundamental del Cédlculo,
obtenemos

2
0

Demostracién 3: Se pudo haber calculado el drea entre O y 1T (Es decir la mitad
de la circunferencia) y después multiplicar por 2, y el resultado obtenido seria

1"
:'1: - EJD a-dg
1 =
Ay =-a”
12 0
1
.rh = ;i"l"l]‘
Luego, el drea total es
1 "
A= E[Eﬂ'J‘J
A= ma®

Demostracion 4: Utilizando coordenadas polares y sabiendo que las ecuaciones
paramétricas de la circunferencia son (Cervantes, 2008)

X =rcost , y=rsint , 0<t2xn

Al derivar
dx=-rsin t ,dy=rcos t

entonces usando la variante de drea definida por la integral de linea del Teorema
de Green (Cervantes, 2008), se tiene

.
.-'1=,—f xdy = ydx
2
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Y al sustituir el valor de las variables junto con sus derivadas, se tiene
1 &
A= Ef ((rcos t)(rcos t) = (rsent)(=r sent))dt
0

1 =™
A= —J- r*(cos*t + sent)dt
2 0

Circunferencia Unitaria

Teorema 2: El drea de una circunferencia unitaria de centro el origen estd dada
por (Barnet, 1991)

A=nm
Demostracidon: En el caso de una circunferencia unitaria, es decir, de radio

r=1, centrada en el origen, e integrando para el primer cuadrante, al despejar
y, se obtiene

aplicando sustitucién trigonométrica y derivando, obtenemos
x =sen® , dx=cos0 dO

sustituyendo en la integral anterior, se tiene
1
A = f V1 —=send cost di
1]

Haciendo un cambio de limite de integracién, donde x=sen0, (Aguilar, 2010) se
tiene que si
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x =0, g =10

)
Il
T
I
ta | S

Luego, al sustituir y efectuar el cambio de variable, obtenemos

m

£ .
Ay :f cos*fdi
0

ki d
J’z 1+ cos2@
1]

T
1 1 5
A4 =Eﬁ+15mr2ﬂ‘g
p _1nm
P22
m
A=g

al multiplicar por 4, obtenemos el drea total de la circunferencia de radio 1, es
decir,

A=m

Teorema 3: El 4rea de una Corona Circular estd dado por (Barnet, 1991)
A=n(R*-1r?

donde R y r son los radios mayor y menor respectivamente de dicha corona
circular.
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Demostracién: Desde el punto de vista de coordenadas polares y de acuerdo a

la gréfica

Y las ecuaciones R= f(6), r=g(@), su Grea en coordenadas polares, estaria

dada por (Cervantes, 2008)

2I'-i'

1 F
A= —j F(O)) - [9(6)]?d0

Entonces

-i am
A= —J- (R* — r*)d8
2Ja
Al sacar fuera las constantes, tenemos
1 . am
A==(R" - r‘}f df
2 0
1 2w
A=|=(R*—7+? ﬂl
lz (=m0
A=m(R* =1

Sector Circular

El célculo del drea de un sector circular lo podemos obtener mediante el empleo
de integrales dobles, en la figura siguiente, tenemos un sector circular de radio

Ry dngulo a
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Teorema 4: El 4rea de un sector circular estd dado por (Barnet, 1991)

1
A= EHH:"

Donde a es el angulo central y R es el radio de la circunferencia.

Demostraciéon: Por teorema de cambio de variable en coordenadas polares vy
utilizando el Jacobiano (Cervantes, 2008), obtenemos

A= J] flx,yv)drdf = fj f(rcos8, rsend)rdrdd

Entonces, al expresarlo como una integral doble

[4] ]
A= J I rdr d8
LI ]

pero
i 1 R
— =2
J; r dr Izr ]{}
g
-1 a
.ﬂﬂ.:,—f R*dd
2Jq
Luego

1
A= EriHE

Vamos a considerar una curva cerrada que es muy estudiada en la geometria
analitica y la cual es parecida a la circunferencia, esta curva es la elipse, cuyas
ecuaciones paramétricas son similares a la de la circunferencia. Para este
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particular, haremos el desarrollo en dos partes, primero para la parte rectangular
o cartesiana y para la parte polar, al final del articulo.

Teorema 5: El 4rea de la elipse es (Cervantes, 2008)
A =mab
Donde a y b son los ejes mayor y menor respectivamente.

Demostracion: Consideremos la ecuacién en coordenadas rectangulares o

cartesiana de la elipse = + %= — 1 & = & donde su grdfica estd dada por
pse S+ =1,a=h, 9 p

L

despejando la variable y, y tomando la parte positiva de la funcién, se obtiene

y=_ai =

f__.ﬂ-_ e
3
- -

luego integrando la parte ubicada en el primer cuadrante y multiplicando por 4,
para obtener el drea total, se tiene

“h | 2 2
31=-1J =" = x° dx
L

b [t ——
A= 4—[ va'=x'dx
o] i
utilizando sustitucién trigonométrica y su respectiva derivada
x = gasend
dx = acos do

Luego

d4h " T
A=— Wit = g sen s o cosd os
7]

FTALE . : )
A 'J -,"rl'l: | h"?l"'l'] O cosi bl
4 Jg
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4h e .
A=—| «a*cos*® acosd df
a s
dh "
A= —::EJ cost8 di
LE| (]

haciendo un cambio de limite de integracion

x =0,8=0
i
x=a , ==
2
y utilizando la identidad trigonométrica del cos?# =%, se tiene

i

4} Z1+ cos28
.-'!——}u’"fz ©ns
i1 a 2

Que, al evaluar al aplicar el Teorema Fundamental del Célculo, obtenemos

A = 2ahf + sen2f|

=T % =

A = mab
Teorema 6: El érea de la elipse es
A =mab
Donde a y b son los ejes mayor y menor respectivamente.
Demostraciéon: Las ecuaciones paramétricas de la elipse son (Aguilar, 2010)
x=acost , y=bsint , 0<t<2n
Que al derivar

dx=-asent , y=bcost

Y aplicando la férmula de drea de la variante del Teorema de Green (para curva

cerrada), se tiene
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| O
A= —% rdy — vilx
£Jc

=

l -
A= 5.{ [(ecos )(boos £) = (bsen L)(=asen £])dt
Tl

1 =" . o
A= J abl{cos=t + sen={)dl
2 i

A= %uh o] 2;
= mab
Teorema 7: El drea de una esfera estd dada por (Barnet, 1991)
V =4ar?
donde r es el radio de la esfera.
Demostracién: La ecuacién de la esfera es
x*+y*+z’=a’

al tomar la parte positiva de la funcién, obtenemos

fCx.y)= Jm

obtenemos la ecuacién de la semi-esfera. Al calcular sus derivadas parciales,
obtenemos

X

IMES ) E——"
N OF = X% = y*
y

fily) =~

\.H:—r"!—};

Ademds, el drea de la superficie estd dada por (Cervantes, 2008)

- :
HM&[L}'Jl**[rytr.}'}[' +1 dx dy
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entonces, al utilizar las derivadas parciales y al sustituir en la férmula anterior,
se obtiene

al usar ahora coordenadas polares (Por teorema de cambio de variable vy
utilizando el Jacobiano), la expresién anterior toma la forma

[\H]
hm f J' ———rdrdft
vaz —rt

) b r
A=2ma lim

— i
h—a~ o ‘I'I{]‘: —_ r.._',

A= 2ra ]im |—~.,n'u- |

b—a~

— : { = 5 ¥
A=2ma lim (-q, s =g = b-)
b

A =2ma
al multiplicar por 2, obtenemos el drea total de la esfera, el cual equivale a

A=4ma’
Es decir, el drea de la superficie de una esfera es cuatro veces el drea de su
seccién transversal, por tanto, el drea de superficie de una esfera de radio a
es cuatro veces el drea del circulo que la genera. Este fue uno de los grandes
descubrimientos de Arquimedes en el siglo Ill a.C.
Demostracion 2: La ecuacién de la esfera en coordenadas cartesianas es

x?+y? + z2= R utilizando coordenadas esféricas y parametrizando dicha curva,
se obtiene (Cervantes, 2008)

¥ = rsenlfcosd
y =r send sen ¢

Z=rcos @
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Donde

calculando el determinante de la matriz Jacobiana (Aguilar, 2010), se obtiene

dx dx dx

dr af o

gy ady dy
J(r.8,¢) = ar 20 9
dz dz dz

dr df  dgp

senficosgp rcosfcosgp —rsenfisendgd
senflsendgr rcosfisengd  rsenfcosd
cosd —rsenf 0
= r’senf

Para calcular el drea, calcularemos el recinto recorrido por la parametrizacién
con r = R. Calculamos la integral haciendo por medio del teorema del cambio
de variable (Cervantes, 2008), luego

T p2W
fj dxdy :J J’ risenfddgdd
s 0

Ahora

i R 2
J resenfdd = r<senfl &|
o 0

= 2nr- senf

Luego
i . m
J 2are senf df = =2nr* cosd)|
o 0

= 4mr®
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Una observacion importante de la formula anterior es que el drea es una funcién
que depende de la variable r, podemos integrarla y obtener

F=[.4:M

Luego

V = | 4mr® dr

4 3
F=Enr

Y mediante esta técnica, hemos obtenido la férmula del volumen de un esfera
de radio r (Barnet, 1991).

RESULTADOS

Los resultados obtenidos sobre la longitud y drea de la circunferencia, son
producto de la aplicabilidad de la teoria de integracién en una y varias variables,
utilizando el sistema de coordenadas rectangulares y polares, esto permitié
obtener diversas variantes de teoremas de drea y volimenes, concerniente al
drea disciplinar de geometria, mostrando diferentes variantes demostrativas
que permitieron combinar aspectos geométricos con elementos de la teoria de
integracién.

Es necesario e importante sefialar que se obtuvieron los siguientes resultados:

1. Uso de la teorfa de integracién en una y varias variables para demostrar
diversas variantes de las férmulas de drea de la circunferencia, elipse y esfera

2. Se desarrollaron 7 demostraciones sobre el drea de la circunferencia,
mediante el sistema de coordenadas cartesianas, polary esférica, incluyendo
un caso particular a la elipse y de la esfera de centro el origen.

3. Uso de un corolario del Teorema de Green para calcular el drea de la
circunferencia y de la elipse.

4. Cdlculo del rea de la esfera mediante coordenadas esféricas.
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CONCLUSIONES

Las principales conclusiones del presente trabajo se pueden resumir en:

* Se aplicaron diversas técnicas de integracién para la obtencién de las diversas
variantes de la férmula de dreas de la circunferencia, elipse y esfera.

* Se formularon nuevos procedimientos de la teoria de integraciéon para el
desarrollo constructivo de teoremas geométricos referido al cdlculo de érea
de la circunferencia, elipse y esfera.

* Se utilizé el Teorema de Green para demostrar una variante del cdlculo del
drea de la circunferencia.

* Seaplicaronlossistemas de coordenadas cartesianoy polaren la demostracién
del cdlculo del drea de la circunferencia.

* Se empleé el sistema de coordenadas estéricas en la demostracion del
célculo del drea de la esfera y su posterior deduccién de su volumen.
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