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RESUMEN

De acuerdo a la relacion de la matematica con las ciencias econdémicas, se llega a la aplicacion
de modelos matematicos que permitan darle solucion a diversas situaciones econdmicas, por
tal razon la presente investigacion se fundamenta en la resoluciéon de problemas de derivadas
parciales. Son cada vez mas los economistas y administradores que consideran que la utilizacion
de la Matematica, como lenguaje simbdlico y método de razonamiento cientifico, constituye un
elemento de ayuda inestimable en las tareas de dichas ciencias. El objetivo de este articulo es
disponer de una guia de problemas con sus respectivas soluciones, mediante derivadas parciales
aplicadas en el &rea de Administracién y Economia. Se utilizé un andlisis descriptivo y un enfoque
mixto con predominancia cualitativo, Para ello, se combinan el analisis de contenido, los métodos
inductivo e hipotético — deductivo y la experiencia docente de los autores. Como resultados se
obtiene la solucién de cinco problemas, de diferentes fuentes, esto contribuye al desarrollo del
aprendizaje significativo, puesto que se toman aspectos de innovacién, ademas permite fortale-
cer el pensamiento critico.

PALABRAS CLAVE: PRODUCTIVIDAD MARGINAL, DERIVADAS PARCIALES, CIENCIAS ECO-
NOMICAS, RESOLUCION DE PROBLEMAS.

ABSTRACT

According to the relationship between mathematics and the economic sciences, the applica-
tion of mathematical models that allow the solution of diverse economic situations is reached, for
this reason the present research is based on the resolution of partial derivative problems. More
and more economists and administrators consider that the use of mathematics, as a symbolic
language and method of scientific reasoning, is an invaluable aid in the tasks of these sciences.
The objective of this article is to provide a guide of problems with their respective solutions, by
means of partial derivatives applied in the area of Administration and Economics. A descriptive
analysis and a mixed approach with a qualitative predominance were used, combining content
analysis, inductive and hypothetical-deductive methods and the authors’ teaching experience. As
results, the solution of five problems is obtained, from different sources, this contributes to the
development of significant learning, since aspects of innovation are taken, besides, it allows to
strengthen critical thinking.
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INTRODUCCION

El presente articulo de investigacion tiene como titulo “Aplicaciones de las derivadas parciales en
las ciencias econdmicas: Productividad marginal”, el cual consiste en una serie de situaciones con sus
respectivas soluciones, aplicables en el drea de las ciencias econémicas y empresariales. El objetivo de
este estudio es disponer de una guia de problemas con sus respectivas soluciones, mediante deriva-
das parciales aplicadas en el area de Administracion y Economia

La influencia, evolucién e importancia de las matematicas en la sociedad actual ha ido en constan-
te crecimiento, en gran manera debido al espectacular aumento de sus aplicaciones. Puede decirse
que todo se matematiza. No es concebible la innovacién tecnolégica, en el sentido actual de Investi-
gacion y desarrollo, sin la presencia preeminente de las matematicas y sus métodos.

En la actualidad hay varias aplicaciones de las matematicas y en su aspecto general relacionadas
con otras areas del conocimiento como la economia, la medicina, la ingenieria, la fisica, entre otras,
las cuales hacen de la matematica una ciencia primordial para el desarrollo de modelos que resuelvan
una situacion del contexto social o ya sea de la indole que se trate.

Sustentando lo expresado anteriormente por medio de Moriana, (2003) argumenta que “es uni-
versalmente aceptada la idea de que las matematicas constituyen el lenguaje de las Ciencias. En la
medida que una rama del conocimiento humano se desarrolla, se va estructurando, adopta el len-
guaje preciso de las matematicas” (p. 12). En contraste con lo que plantea Herrera Castrillo, (2023)
“las matematicas siempre han sido vistas aisladas de otras ciencias, pero en realidad esta
guarda mucha relacién con otros dmbitos” (p. 32)

Romero (2017) expresa que:

Desde los tiempos antiguos donde se realizaba el trueque, y después con algin objeto mo-
netario, es donde la economia comienza a tomar una posicion importante en la administraciéon
pecuniaria de cualquier persona, institucion, sociedad, nacién y mas alin cuando se incremento
la relacién entre diferentes paises mediante la globalizacion se considerd a la matematica como
la esencial y principal soporte para las decisiones que se puedan realizar ante problemas com-
plicados. (p. 50)

La importancia de una ciencia y especialmente la matematica se da en medida que pueda permitir
obtener posibles respuestas ante los problemas con la mayor rigurosidad cientifica debido a que las
soluciones que se puedan aplicar pueden tener implicancias de gran indole en la sociedad.

Por otra parte Cachanosky (1985) expresa que:

En el dominio de la economia, tanto los modelos de equilibrio general, como la teoria neo-
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clasica de la produccion o los modelos macroeconémicos de crecimiento utilizan en su formu-
lacion el calculo diferencial y (o) la teoria de ecuaciones diferenciales, en clara similitud con el
proceso seguido en la fisica clasica. Es en la medida en que éstas técnicas o herramientas ma-
tematicas han sido disefiadas para el estudio cuantitativo de los procesos continuos, en la que
cabe cuestionarse la fiabilidad de éstos planteamientos en el &mbito de la teoria econdmica.

(p. 15)

En lo expresado anteriormente se puede evidenciar que Cachanosky, muestra una de las importan-
cia y sobre todo una de muchas aplicaciones que se pueden utilizar en relacion matematica-economia
fundamentando que los distintos modelos econémicos que utilizan o necesitan de una formulacion
mediante el calculo diferencial o bien por medio de las ecuaciones diferenciales siendo esto uno de
los aspectos mas aplicables dentro del campo de la matematica.

Segun Centeno y Quimbaya (2012), una economia no serfa la mejor si el modelo que se tiene tam-
poco lo es, en fin la base de todo desarrollo cientifico o econémico deben tener cimientos sélidos y
contundentes, {sera posible que exista una ciencia que tenga dichas caracteristicas? Es claro que la
ciencia mas proxima a estas caracteristicas es la Matematica, ya que esta brinda resultados confiables
y que ademas sus cimientos estan definidos de una manera estrictamente légica.

La aplicabilidad de la matematica en las distintas ciencias constituye un gran desafio para la épo-
ca actual, es por ello que la presente investigacion tiene como finalidad de disponer de una serie
de problemas con sus respectivas soluciones y tratamiento metodolégico de las derivadas parciales
aplicados a las ciencias econémicas, produciendo cambios significativos en las practicas pedagdgicas,
metodologias de ensefianza y sobre todo tener elementos esenciales y relacionados de la matematica
con otras ciencias.

Dado, que se esta analizando, la productividad marginal, es importante, conocer su definicion
como la plantea Garcia, et al., (2011)

Si la cantidad z de un cierto producto se obtiene utilizando las cantidades x y y, respectivamente,
de dos factores de produccion, la funcién de produccién z=f(x,y) proporciona la cantidad de pro-
ducto final z cuando se usan simultaneamente las cantidades x y y de insumos.

Las derivadas parciales del producto final z con respecto a las cantidades x y y de insumos, repre-
sentan las productividades marginales de cada material.

dz
— = productividad marginal del insumo x

dx

0z
@ = productividad marginal del insumo y
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La productividad marginal serd, entonces, el incremento que sufre la cantidad de producto termi-
nado, por cada unidad de insumo que se agregue a la mezcla, manteniendo a los demas insumos
constantes. Es la capacidad que tiene el insumo de incrementar el producto terminado z. (pp. 150-
151)

Se supone que la cantidad z de un articulo se produce mezclando las cntidades x y y de materiales.
Tal produccién se calcula mediante la expresion

7 = 4x3/4y1/4
0z 3yl/4 .. . .
Frimi vy productividad marginal del insumo x
0z x3/%
3y = —37; productividad marginal del insumo y
x

Donde se puede decir, que las cantidades precisas de insumos, dan mayor significado a la produc-
tividad.

MATERIALES Y METODOS

Esta investigacion segun su enfoque, es de tipo mixta, ya que hace énfasis en la descripcion y ana-
lisis de problemas, referente al &mbito econémico y administrativo para inferir y afinar preguntas de
investigacion en el proceso de interpretacién, ademas se aplica la légica inductiva de lo particular a
lo general. Por ende, posee el caracter cuantitativo y cualitativo.

Para Hernandez et al. (2014), “la meta de la investigacidon mixta no es reemplazar a la investigacién
cuantitativa ni a la investigacién cualitativa, sino utilizar las fortalezas de ambos tipos de indagacién,
combinandolas y tratando de minimizar sus debilidades potenciales” (p. 532).

Es importante mencionar que, el enfoque de mayor predominio y presencia es el cualitativo, es
decir que, durante el proceso investigativo, se describe y analizan problemas de aplicacién sobre pro-
ductividad marginal.

De este modo, Taylor y Bodgan (2001) afirman que:

La investigacion cualitativa, produce datos descriptivos: las propias palabras de las personas, ha-
bladas o escritas, y la conducta observable. Es decir, este enfoque puede concebirse como un conjun-
to de practicas interpretativas que hacen al mundo visible, lo transforman y convierten en una serie
de representaciones en forma de observaciones, anotaciones, grabaciones y documentos. (p. 20).

Se utilizé una metodologia que combina el andlisis de contenido, los métodos inductivo e hipoté-
tico — deductivo y la misma experiencia docente de los autores mediante lo siguiente:
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La recoleccién de datos, como lo plantea Herndndez Mendoza y Duana Avila , (2020):

La recoleccién de datos es considerada como la medicién es una precondicién para obtener el cono-
cimiento cientifico. El instrumento de recoleccién de datos estad orientado a crear las condiciones para
la medicién. Los datos son conceptos que expresan una abstraccién del mundo real, de lo sensorial,
susceptible de ser percibido por los sentidos de manera directa o indirecta, donde todo lo empirico es
medible. (p.51)

Las distintas aplicaciones que se presentan en este articulo, sobre productividad marginal son reto-
madas de libros de Matematica para ciencias econdmicas los cuales se mencionan a continuacion:

* Matematicas para Administracién y Economia de Haeussler y Richard, (2008)

e Calculo Il de Meza, (2011)

* Matematica Aplicada a las ciencias Econédmicas-Administrativas de Vasquez, (2014)

* Matematica Aplicada a la Administracién y Economia de Lardner y Arya, (2009)

* (Cdlculo de varias variables-Transcendentes Tempranas séptima edicién de Stewart, (2012)
* El calculo séptima edicion Leithold, (1994)

Y como fuentes secundarias, se retomaron articulos de investigacion, tesis relacionadas con el tema
en estudio, experiencia del docente.

* A través del método inductivo (Abreu, 2012) se observd y experimentd con casos concretos que
permitieron identificar regularidades, las cuales dieron origen a la formulacién de posibles rela-
ciones para la solucién de problemas.

* El método hipotético — deductivo permitié mantener un razonamiento sistematico respecto a la
solucion de cinco problemas, lo cual dio origen al acto cientifico propio de los matematicos, la
resolucion de problemas, referente a derivadas parciales.

* Otro aspecto relevante que contribuye a la realizacion de la investigacién es la experiencia de
los autores como docentes en las carreras de Matematica, Fisica-Matematica, Administracién de
empresas, Contaduria Publica y Finanzas, Economia, Mercadotecnia de la UNAN-Managua, FA-
REM-Esteli. Facilitar en mas de una vez matematicas y estadistica, permitié conocer las principales
dificultades del estudiantado y asi poder realizar un expendio de problemas resueltos.
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RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccidn se presenta, la solucién de cinco problemas referentes a Aplicaciones de las
derivadas parciales en las Ciencias Economicas: Productividad marginal, que son el resultado de la
implementacion del proceso descrito en el apartado anterior. En la solucion de cada problema se
mantuvo un lenguaje matematico sencillo, sin descuidar aspectos cientificos.

Problemas de Aplicaciéon

(x,y) = 200,/6x2 + y2

1. Un granjero puede producir f unidades de huevo con x unidades de

trabajo y y unidades de capital.
* a. Calcular las productividades marginales de trabajo y capital cuando x=10 y y=5.

. b. Utilice el resultado anterior para determinar el efecto en produccién de una reduccion
a 9,5 unidades de trabajo y 5 unidades de capital.

Solucion:

a. Las derivadas parciales son:

1
f.(x,v) = 200 (E) (6x2 + y2)~2(12x)

1
fy (x,y) = 200 (E) (6x% + y?)~1/2(2x)

£.(10;5) = 200 (%) (6x% + y?)~1/2(12x)

00x 1200(10)
f(10; 5) = - f.(10; 5) =
y2

12
J6x? + J6(10)Z + (5)F o

1
fy(x, ) = 200 (E) (6x% + y*)~V2(2x)

00y 200(5)

2
V6x? + y? F10:5) V6(10)2 + (5)2 *

fy (10; 5) =

Por lo tanto la productividad marginal del trabajo es igual a 480 y el capital equivalente a 40.

b. El efecto de una reduccién en la produccion,

£(10;5) — £(9,5;5) = 200,/6(10)% + 52 — 200,/6(9,5)2 + 52

£(10;5) — £(9,5;5) = 5000 — 4 760 = 240
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Por lo tanto, el efecto en la produccién de reducirde 10 a 9,5 es de 240 menos unidades producidas.

2. Dadas las funciones de produccion
P(L,K)= 7L + 5K + 2LK - I? - 2K?

calcule e intérprete las productividades marginales para los valores dados de Ly K. L estéd dado en
miles de horas trabajadas por semana, K en millones de pesos y P miles de articulos producidos por
semana

a. Determinar la productividad de la mano de obra cuando L=3 y K=10.

P(LLK)= 7 + 2K- 2L
P,(3,10) = 7 + 2(10) - 2(3)
P,(310) = 74+20—6
P,(3,10) = 21

Si se labora 3 mil horas de trabajo a la semana y se invierten 10 millones de pesos entonces el
numero de unidades producidas P se incrementa en 21 por cada incremento unitario en L. Es decir
por cada unidad de hora trabajada que se incremente (1 000) semanal la produccién se incrementa
en 21 un mil unidades, manteniendo la inversion de capital K fija.

Determinar la productividad del capital cuando L=3 y K=10.

Py(L,K)= 5+ 2L —-4K
P;(3,10) = 5+ 2(3) - 4(10)
P,(3,10) = 5+ 6 —40
P, (3,10) = =29
Si se labora 3 mil horas de trabajo a la semana y se invierten 10 millones de pesos entonces el
numero de unidades producidas P disminuye 29 por cada incremento unitario en K. Es decir por

cada millén de pesos adicional que se incremente el monto de capital la produccion disminuye en 29
unidades manteniendo el nimero de horas laboradas L fija.

Para una empresa, durante un periodo de tiempo, la funcién de produccién es

f(x,y) = 56x3/*y*/*  dondexson las unidades que requieren de mano de obra, ademéasy representa
las unidades de capital que son necesarios para producir un cierto nimero de articulos.
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a. Determinar las derivadas parciales, f x (x,y) y f_y (x,y).
b. Evaluar f (x,y)y f, (xy) cuando x=81,y=16.
c. Interpretar los resultados.

Solucion:

a. Sea f(x,y) = 56x3/4y"/* la funcién de produccion original

3 y1/4 y 1/4
— _ -1/4.,1/4 — — z
fulx,y) = 56(4)x Y= 42— = 42 )
1 x3/4 x\3/4
fy(x,y) =56 (Z) a3ty 3% = 14'y3/4 =14 (;)
b. Evaluar f,(x,y) y f,(x,y) cuando x = 81,y = 16.
yy 174
£.(81,16) = 42 (E)
1 1/4
f:(81,16) = 42 (ﬁ)
81,16) = 42 V16 —42(2)—28
fx( ’ ) - W - § -
x\3/4
f,(81,16) = 14 (—)
y
g1, 3/4
f,(81,16) = 14 (E)
NICIOE V531 441 27
f,(81,16) = 14 (81 =14 (4—) =14 (—) = 47,25
V(1e)? V4096 8
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c. La productividad marginal de la mano de obra f _(x,y) aumenta en 28 unidades de produccién;
si el capital se mantiene constante en 16 y se incrementa el trabajo en una unidad. Por otro lado, la
productividad marginal del capital f (x,y) aumenta en 47,25 unidades de produccion cuando el trabajo
se mantiene constantey el capital aumenta en una unidad. Estas productividades marginales son siempre
positivas; sin embargo £ (xy).f, (xy) disminuyen si el capital o el trabajo aumentan respectivamente.

4. La funcién de produccion de un producto elaborado por cierta empresa estd dada por
P(K,L)=10K**L% unidades, donde L es el tamafo de la fuerza laboral medido en horas trabajadas por
semana y K es el monto dl capital invertido por semana en UM (unidades monetarias)

a. Determine las productividades marginales cuando K=100 y L=500.

b. Interprete sus resultados.

Solucién:

a. Calculemos primero las derivadas parciales

Pe(K,L) = 10K%*L1% = 10 * 0,4K 06106

0.6

L
Pe(K, L) = 4K~°°L% = P (K,L) = 4 (E)

P,(K,L) = 10K%*1%¢ = 10 * 0,6K %L 04

0,4

K
P,(K L) = 6K*L% - P, (K,L) = 6 (I)

Al evaluar las derivadas parciales tenemos

LN\%® 500\°
Pe(K,L) = 4(—) 4 (—) = 4(5)%¢ =10,5

K 100

K\ 100\%*
P(K,L)=6—) =6|l—) =6(0,2)"*=23,15
L (K L) (L) (500) 0.2)

Interpretacion: Si se ha estado contratando 500 horas-hombres, la produccién se incrementa en
aproximadamente 3,15 articulos semanales por cada hora-hombre adicional contratada cuando K se
mantiene fija en 100 UM. La produccién se incrementa en aproximadamente 10,5 articulos semanales
por cada UM adicional de incremento en el monto semanal del capital invertido cuando L se mantiene

48
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fijo en 500 horas hombre y el capital era de T00UM.
Un fabricante de un juguete popular ha determinado que su funcién de produccién es P=vIk,
donde | es el nimero de horas de trabajo por semana y k es el capital (expresado en cientos de délares

por semana) requerido para la produccion semanal de P gruesas del juguete {una gruesa son 144
unidades}.

a. Determine las funciones de productividad marginal y evaltelas cuando 1=400 y k=16

b. Interprete los resultados.

Solucién: como P = (1k)*/? tenemos

1
P(Lk) = 3 (k) Y2 xk - P(Lk) = m

1 12 l

Si se evaltian estas condiciones cuando [ = 400 y k = 16, se obtiene

k
P;(400,16) = ——

2V1k
ps0016y o6 16 _ 16 1
B T g J(a00y(16) 2V6400 (80) 10
P, (400,16) = —
T T ok
400 400 400 5
P,(400,16) =

2/(400)(16) 2V6400 2(80) 2

Interpretacion: Asi, si 1= 400 y k=16 , al incrementar | a 401 y mantener k en 16, aumentara la
produccién en aproximadamente 1/10 de gruesa. Pero si k se incrementa a 17 y | se mantiene en 400,
la produccion aumenta en alrededor de 5/2 gruesas.

CONCLUSIONES
Se revisaron los aspectos tedricos y practicos sobre las distintas aplicaciones de las derivadas parciales
en las ciencias econémicas basadas en la resolucion de problemas.

Tomando en cuenta los fundamentos tedricos se realizd una breve resefia histérica de la mateméatica
en relacién con las ciencias econémicas resaltando la importancia y su aplicabilidad en dicha area del
conocimiento.
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Ademas, se tomaron en cuenta los aspectos generales de las derivadas parciales como la definicion,
notacion y los distintos tipos que existen como fundamento basico para la resoluciéon de problemas.

Se analizaron en su forma general las distintas aplicaciones de las derivadas parciales y su relacién con
las ciencias econdmicas tomando en cuenta distintas bibliografias, de las cuales se tomaron situaciones
resueltas y en su mayoria propuestas.

Se proponen una serie de problemas con sus respectivas soluciones detalladas y analisis de las
respuestas, entre las cuales sobre salen problemas productividad marginal.
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