& = Revista Cientifica Tecnolégica - RECIENTEC
ReCienle

c ISSN 2708-7093 URL: https://www.revistarecientec.unan.edu.ni

Revista Cientifica Tecnolégica Vol. 5. N° 2, Diciembre 2022/ P. 1-8

Ciencias Agricolas, Tecnologia y Salud

SOLUCION DIRECTA DE LA CONGRUENCIA CUADRATICA x2 = +p(méd pq)
CON p Y g PRIMOS.

A DIRECT SOLUTION OF THE QUADRATIC CONGRUENCE x2 = +p(mdd pq) WITH p
AND q PRIMES.
Orlando Antonio Ruiz Alvarez'.

RESUMEN

En esta investigacion, se propone un procedimiento sencillo para determinar las soluciones
de la congruencia cuadratica de modulo compuesto x* = +p(mod pq), donde p y g son primos
distintos. En el caso de que q = 3(méd 4) se da una féormula explicita para las soluciones de la
congruencia. Ademas, se presenta una ilustracion del procedimiento a través de ejemplos.

PALABRAS CLAVE: CONGRUENCIAS CUADRATICAS, MODULO COMPUESTO, TEORIiA DE
NUMEROS.

ABSTRACT

TIn this investigation, a simple procedure is proposed to determine the solutions of the
quadratic congruence of composite modulus x? =+p(mod pq), donde p y g are different primes.
In the case that q = 3(mdd 4) an explicit formula is given for the solutions of the congruence. In
addition, an illustration of the procedure is presented through of examples..
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INTRODUCCION

En secundaria se nos ensefa a resolver ecuaciones cuadraticas con una incégnita, es decir,
ecuaciones de la forma a, y*+a, y+a,= 0, a,#0 tanto en los nimeros enteros como en los
reales. Sin embargo, en cursos avanzados de Matematicas se resuelven ecuaciones semejantes a
las que se les denomina congruencias cuadraticas y son de la forma: a, y*+a,y+a,=0 (mé6d m),
a,#0y m € Z*. Luego de realizar algunas manipulaciones algebraicas y considerando m=p primo
en a,y’tay+a =0 (méd m), la congruencia general se reduce a x’=a (méd p), donde x=2a,
y+a, y a=a *-4a,a . Existen varios trabajos dedicados a proponer algoritmos para encontrar las
soluciones de una ecuacion cuadratica modulo primo tales como: Alberto Tonelli (1981), Michele
Cipolla (1987), Henry Pocklington (1917), Elwin Berlekamp (1970), Bikashchandra Roy (2018),
entre otros. Para el caso de que los modulos no sean primos, es decir, el entero p sea un nimero
compuesto, los estudios se basan en casos particulares como, por ejemplo, Kurt Hensel (1897) y
mas recientemente p=2rs en B. M Roy (2018)..

EGeneralmente el problema de resolver una congruencia cuadratica médulo un numero
compuesto se reduce a resolver congruencias moédulo potencias de primos. Es por ello que en
este articulo se propone un procedimiento sencillo para obtener las soluciones de la congruencia
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cuadratica x*=+p (mdd pq), con p y q primos distintos, en el cual también se justifican cada una de
sus propiedades a través de distintas herramientas de la teoria de nimeros, tales como el simbolo de
Legendre y el Pequeno Teorema de Fermat.

METODOLOGIA

Dado lo apremiante del tema y la naturaleza de la composicion de la comunidad universitaria
de la FAREM-Matagalpa, se decidié hacer un estudio de la percepcién del efecto de la pandemia
en los miembros de la comunidad universitaria compuesta por estudiantes, docentes y personal
administrativo. Para tal efecto se disefid un cuestionario en el que se caracterizé a los encuestados
desde el punto de vista de su afiliacién con la universidad, las medidas preventivas tomadas por
dichos miembros para prevenir el contagio del Covid-19, y del efecto que la pandemia habia tenido
en ellos desde su inicio al momento de la encuesta. El efecto se dividié en fisico (contagiado / no
contagiado), sintomas de la enfermedad y sus secuelas y el efecto multidimensional en el entorno del
encuestado.

Para efecto de cumplir los requisitos estadisticos se estim6é una muestra pirobalistica de la
poblacién de aproximadamente 5,000 estudiantes, 220 docentes entre horarios y permanentes y 80
miembros de personal administrativo. Esto resulté en una muestra de 170 y se garantizé de que la
informacion fuera recolectada aleatoriamente para garantizar la representatividad de los resultados.
La informacion fue recolectada durante los meses de septiembre y octubre del 2021. Los datos
fueron procesados en el software Ry el andlisis se centra en la descripcion de la informacién obtenida
con algunas extensiones de las implicaciones que dichos resultados indican.

DESARROLLO

Si bien es cierto que el Teorema Chino del Resto (TCR) es una herramienta que se puede usar
para determinar las soluciones de la congruencia cuadratica x*=+p (mdd pq), tiene la desventaja de
recurrir a solucion de un sistema de congruencias lineales, lo cual es muy tedioso y se lleva mucho
tiempo Arrufat (2012). En este articulo, resolvemos la congruencia x*=+p (méd pq), considerando
una solucion de la forma x = pt+p (mdd pq), dicha estrategia alin no ha sido considerado en la
literatura de Teoria de niumeros.

A continuacion, se presenta el resultado principal del articulo:

Proposicion
Considere la congruencia:
x? = 1p (méd pq) (D

con p,q primos.

i) Posee solucion siy sélo si +£p es resto cuadratico médulo g (con p y g primos distintos).

i) x=1y, p (méd pq) es solucion de (1), donde Y, una solucion de la congruencia y*=+p9?
(mod q).
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(g-2)(q+1) +1

i) = +p s (mod pq) © solucion de (1) si g=3 (méd 4).

Demostraciéon. Supongamos que p,q€Z* son primos distintos y consideremos la ecuacién (1).

i).Es bien conocido que si el simbolo de Legendre tiene resultado 1, entonces la congruencia
cuadratica tiene solucion. Dado que:

(2)-(E-E) »

Entonces, la ecuacién (1) posee solucién siy sélo si +p es resto cuadratico médulo q. Ademas,
+p

(+ i) - (—) —1 ,si por el Teorema de Lagrange (Koshy (2007)) la congruencia (1) tiene

T pq q

(i_?’) —1 si=£p es resto cuadratico médulo q.
q

exactamente dos soluciones.
ii). Asumamos que la solucién de la ecuacion (1) tiene la forma:
x=pt+p(méd pq) (2,
donde, la eleccién del signo + o - depende del signo de p.

Sustituyendo en (1), se obtiene:

(pt + p)* = +p(modd pq)
p?(t + 1)* = +p (mdd pq)
p(t+1)? = +1 (mdd q)

Por el Pequefio Teorema de Fermat, al multiplicar por el inverso multiplicativo de p(mdd q)
obtenemos.

(t£1)’=+p9? (madd q).
Si hacemos y=t+1, entonces (t+1)?=+p%? (mdd q) se convierte en

y’=2p®? (mod q)

P pa~? !
+5) =1 . + =|+—]=1 -
Dado que ( q) , por Koshy (2007) se tiene que ( ] ) ( q ) lo que indica que
+p9? es un resto cuadratico médulo g.

Luego, si'y, es una solucién de y*= +p%? (méd q), entonces
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t+1=y_0 (mdd q)

t=y,+1(mdd q)

Sustituyendo en (2),
x=p(y,T1)£p (mdd pq)

x=py, (médpq) (@

Ademas, como x=py, (mdd pq) es una solucién de la congruencia (1), entonces la otra solucién
es:

X=pq - py, (Mod pq) =-py, (Mod pg).
ii). Pockington (1917) demuestra que cuando g sea un primo de la forma g=3 (mdd 4), las
q+1
soluciones de x’=a(mod g) son  x = +a ¢+ (mod q)_ . Por lo tanto, las soluciones de

y’=2p®? (mod q)

estan dadas por:

q+l
y = (+p?72)"% (mdd q),

\g-2)(q+1)

obien, y=(xp) =+ (modq).

Por (3), podemos concluir que las soluciones de la ecuacién (1), est4 dada por:

(g-2)(q+1) |
+p (¢p) % (mdd pq),

X

la cual se puede reescribir de la siguiente manera:

(q-2)(q+1)

x=4p 3 +1

(mod pq).
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llustracion de la propuesta

Ejemplo 1

Resolver la congruencia cuadratica x? = 479(mod 192 079).
Resolucion

Dado que 7192 079=401-479 y x’=479 (mdd 192 079), entonces p=479, q=401. Ademas,

479 479 479\ (479 479 78
(192 079) B (401 - 479) ) (M) (ﬁ) ) (ﬁ) ) (M) -h
de lo cual concluimos que la ecuacion de congruencia dada posee soluciones.
En este caso la ecuacion auxiliar, y*’=+p%? (méd q), que obtenemos es:
y?=479%12 (m6d 401),

y*=78"1 (mdd 401),
o bien,

y?=36(mod 401)
Notemos que una solucién de esta Ultima congruencia es:

y, = 6(mdd 401).
Por lo tanto, las soluciones de x?=479 (mdd 192 079),son

X==%(479)(6) (mod 192 079),
X=+2874 (mdd 192 079).

Ejemplo 2
Resolver la congruencia cuadratica x2=-13 (méd 377).

Resolucion

Dado que 377=13-29 y x*=-13 (méd 377), entonces p=13, q=29. Ademas,
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- (o) - G- )+

de lo cual concluimos que la ecuacion de congruencia dada posee soluciones.

En este caso la ecuacion auxiliar, y*’=+p%? (méd q), que obtenemos es:
y*=-13*"* (mdd 29),
y*=78% (mdbd 29),
o bien,
y?=20(modd 29)
Notemos que una solucién de esta Ultima congruencia es:
y, = 7(mod 29).
Por lo tanto, las soluciones de x?=-73 (mdd 377) ,son
X==x713(mdbd 13-22),
X = =+971 (mdd 377).
Ejemplo 3
Resolver la congruencia cuadratica x?=5(mdd 95),
Resolucion

Dado que 95=5-79, entonces

5\ 5\ _ (5\(5)_ (5
29

95 519 5/ \29

5 . ., . _
Como (E) = 1 (mbd 19), se concluye que la ecuacion de congruencia dada posee soluciones.

Haciendo p=5,9=19, se procede a calcular sus soluciones considerando iii) ya que 79= 3(madd 4):
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(19-2)(19+1)

x=145 %  Y(mbd5-19)
x = +5%(madd 95)
x = +85(mdbd 95)

CONCLUSIONES

Hemos formulado y verificado mediante tres ejemplos analiticos un nuevo proceso para calcular
la solucion de la congruencia x?=+p (mdd pq) con p,q primos distintos y demostramos que ademas
de que posee dos soluciones, lleva menos tiempo que el uso de TCR. Consideramos que al utilizar
esta férmula estandar se presenta otro proceso distinto al conocido TCR y, por tanto, podria ser
presentada con fines didacticos para su comparacion en conjunto con el aula de clases. .
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